ULOHY Z MECHANIKY III

Zékony zachovani
Studijni text pro fesitele FO a ostatni zajemce o fyziku
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Uvod

V knihovicce Fyzikalni olympiady vychazi v potadi jiz tteti dil volné série textti
Ulohy z mechaniky. V tomto textu se budeme zabyvat zikony zachovani a je-
jich vyuzitim p¥i feSeni fyzikalnich tiloh. Ctenai by mél mit zadkladni znalosti
mechaniky, které mize nastudovat v ucebnicich [1], [2] ¢i [3]. Nékteré fyzikalni
poucky v textu jenom velice stru¢né zopakujeme, ale vyklad bude zalozen pte-
devsim na feSeni vybranych prikladd.

Pii ¢teni tohoto textu méjte neustale pri sobé papir a tuzku. Vyklad je
bohaté prolozen priklady s jejich feSenim. Pred prectenim feSeni se v8ak chvili
zamyslete a zkuste si napsat par poznamek o tom, jak byste ptriklad sami fesili.
Kazdou algebraickou tpravu si také sami ovérte. Dirazné ¢tenafim doporu-
¢ujeme, aby nalistovali konec brozurky a pokusili se fesit navrzené tlohy. Tim
si nejen ovéfite, ze mysSlenky z textu chapete, ale rovnéz v nich ziskite vétsi
jistotu a déle si je budete pamatovat.



1 Zakony zachovani

1.1 Co je to zakon zachovani

Nastinime na velice ndzorném piikladu, co to znamend zdkon zachovani. Za-
¢neme pouc¢nym pribéhem.

Mala Anezka je na prazdnindch u své babicky na venkové. Hned od piijezdu
ji zaujala babi¢éina krasna porcelanova ddza, kterou vSak nesméla na babic¢cin
pfikaz otvirat, aby ji nerozbila. ProtoZe je Anezka zvidava a chytra holc¢icka,
rozhodla se, 7e alespon casteéné dézu prozkoumad, prestoze nemize znat celé
jejl tajemstvi.

Anezka provadéla kazdy den vaZeni celé dézy i s jejim nezndmym obsahem.
Nameétené hodnoty peclivé vynasela do grafu. Nékolik prvnich dni se ji zdélo,
7e hmotnost dézy je konstantni, jenze ¢tvrty den jeji hmotnost klesla o 20 g.
To se opakovalo pozdé&ji nékolikrat. Pak si Anezka vSimla, 7e hmotnost dézy
klesne vzdy v ten den, kdy pfijede k babi¢ce na navstévu jeji sestra. Anezka si
do zapisnicku napsala

hmotnost dézy + pocet navstév babicciny sestry x 20 g = konst .

S timto ,zdkonem dézy“ byla AneZka spokojend az do dne, kdy hmotnost
dézy vzrostla o 1kg. S touto zdhadou si Anezka dlouho hlavu nelamala, ten
den totiz jeli vSichni spolu s dédeckem do mésta na ndkup. Anezka tedy ucinila
predpoklad, ze plati

hmotnost dézy + pocet navstév babicéiny sestry x 20 g—

— pocet ndkupti ve mésté x 1kg = konst .

Tento jeji zakon platil presné az do konce prazdnin. Kdyz babicka zjistila,
jak dimyslné Ane7zka odvodila zdkon ddzy, uvolila se a ukazala AneZce, 7e
v porceldnové ddéze uchovava kostkovy cukr. Pokazdé, kdyz prijela jeji sestra
na navstévu, daly si obé dvé kostky cukru do kavy. Tehdy, kdyzZ jeli s dédeckem
nakupovat, uloZili do dézy nové baleni kostkového cukru. Anezka méla velkou
radost z toho, 7e uz vi, co je v déze, a byla hrda na to, 7e nasla spravny zakon
pro hmotnost cukru v déze.

Vidéli jsme, 7e Anezka dokazala najit veli¢inu, ktera zustava konstantni,
s zadnou informaci o obsahu ddzy. Anezka tak mutze ¢init pfedpovédi o hmot-
nosti dézy, aniz by ji musela vazit. O presné stejném principu budeme uvazovat
v tomto textu. Klasicka fyzika umoznuje presné predpovidat jakykoliv budouci
stav systému, ale potfebuje k tomu tplnou informaci o soucasném systému
(v mechanice polohu a rychlost kazdého bodu). Stejné jako Anezka v8ak umime



najit veli¢iny obsahujici fadu abstraktnich ¢leni, které zistavaji pti vyvoji sys-
tému konstantni. Mizeme tedy ptredpovidat nékteré vlastnosti, aniz bychom
soucasny stav systému museli kompletné popsat. Takovymto zakoniim budeme
fikat zakony zachovani a budeme se jimi zabyvat konkrétnéji dale v textu.

Pokud by k AneZ¢iné babiéce prijela na navstévu babic¢éina draha piitel-
kyné, kterd by se nechala pohostit kdvou s cukrem, hmotnost dézy by se zménila
v nesouladu s Anezéinym zakonem. Anezka béhem prazdnin navstévu drahé
pritelkyné nezazila a nemohla ji proto zahrnout do svého zdkona. Stejné tak
fyzikové, kdyZ se v historii setkali s néjakym novym jevem, museli vzdy do
zakonu zachovani pridavat nové cleny. Ty jsou abstraktni v tom smyslu, Ze
nezname pricinu, pro¢ vypadaji pravé takhle, ale vSechny experimenty svédci
o tom, 7e tak vypadat musi. Anezka také neméla tuseni, pro¢ jeji zachovavajici
se veli¢ina vypada pravé tak, jak si napsala do deni¢ku. A7 poté, co se mohla
do dézy podivat, zjistila, Ze jeji zakon je vlastné zidkon zachovani poctu kostek
cukru. Jenze fyzici se bohuzel do zddné dézy podivat nemohou, nelze si sdh-
nout na energii ¢i na hybnost tak, jako si Anezka mohla ohmatat kostky cukru
v déze. To v8ak jiz predbihame do dalsi kapitoly.

1.2 Puvod zakonu zachovani

V tomto textu pojedname o tfech zdkonech zachovani, a to o zdkonu zacho-
vani hybnosti, zikonu zachovdni momentu hybnosti a zdkonu zachovdni energie
v ramci klasické mechaniky.

Tyto zakony zachovani v tom rozsahu, ve kterém o nich budeme mluvit, se
daji ptimo odvodit z Newtonova zdkonu sily. Tato odvozeni najdete v dopo-
rucené literature [3], [6]. Uvedené zdkony se vSak neomezuji jen na klasickou
mechaniku, ale maji obecnéjsi platnost (v elektrodynamice, kvantové mecha-
nice, atd.). Jsou to hluboké zdkony a je uZziteéné a nézorné znat jejich pivod.
V této kapitole se vim o ném pokusime povédét. Pokud nasledujicim radkiim
nebudete rozumét ¢i se jiz cheete pustit do feseni konkrétnich problémi, klidné
preskocte na dalsi kapitoly, kde jsou zdkony definovany a pouzity pii feSeni
prikladd.

VSechny tfi zminéné zakony zachovani souviseji se symetrii prostorocasu.
Je to divtipna a zajimava skutecnost, kterou neni jednoduché vysvétlit, ani se
o to v tomto textu nebudeme snazit, toto najdete v knize [5]. Zakon zachovani
hybnosti ma piivod v symetrii prostoru pfi posunuti, zdkon zachovani momentu
hybnosti pochézi od symetrie prostoru pti otoceni a symetrie pti posunuti v ¢ase
je pivodcem zdkona zachovani energie. Co tato véta znamena? Zac¢neme se
zakonem zachovani hybnosti.



Zéakon zachovani hybnosti

Jestlize se pti libovolném posunuti télesa v daném sméru nezméni energie tohoto
télesa, zachovava se hybnost télesa v tomto sméru. Jelikoz se energie télesa
nezméni, libovolny fyzikalni experiment s télesem dopadne na obou mistech
stejné, tato dvé mista jsou tedy v tomto smyslu nerozlisitelnd. Toto tvrzeni
neplati jen pro télesa, ale i pro soustavy castic.

Jako priklad uvazujme vodorovné posunuti po povrchu Zemé. Toto posunuti
musi byt vSak dostateéné malé, abychom mohli zanedbat zakfiveni zemského
povrchu. Dobfe vite, ze energie kiidy je ve dvou rozich téze mistnosti stejna,
pii presunu kiidy nemusite konat zddnou préaci. Vodorovné slozka hybnosti se
tedy musi zachovavat. Vodorovna slozka hybnosti kiidy vyhozené §ikmo vzhiiru
se zachovava.

Naopak pfi svislém posunuti na povrchu Zemé musime v jednom sméru
prekonavat tihovou silu ptisobici na kiidu, v opa¢ném sméru kiida pada vol-
nym padem. Tudiz dvé mista v rdznych vyskdch nad povrchem Zemé maji
riznou potencialni energii a nejsou nerozlisitelna. Hybnost se ve svislém sméru
nezachovava.

Déle miizeme uvazovat, ze posuneme celou Sluneéni soustavou. Pokud bude
posunuti vici hvézdam dostateéné malé, takze se jejich ptisobeni zméni nepa-
trné, mtzeme fici, ze hybnost nasi Slunec¢ni soustavy se zachovava. Na vétsi
vzdalenosti to vSak neplati, dobte vite, 7Ze naSe slunecni soustava obiha ko-
lem stfedu galaxie nvané Mlécéna drdha. Tim se dostavame k dalsimu zakonu
zachovani.

Zakon zachovani momentu hybnosti

Stejnym zptisobem jako souvisel zadkon zachovani hybnosti se symetrii pii posu-
nuti, souvisi zdkon zachovani momentu hybnosti se symetrii pii otoceni. Jestlize
pii otoceni télesa kolem dané osy zlistava energie télesa nezménénd, zachovava
se moment hybnosti télesa vzhledem k této ose. Zdirazhujeme, Ze moment,
hybnosti se pak zachovava nejenom pfi otaceni kolem dané osy, avsak pri libo-
volném pohybu.

Typickym pifkladem jsou centralni (radidlni) pole, tj. takova pole, kde po-
tencidlni energie zavisi jen na vzdalenosti od néjakého bodu — centra, nebo-li
sila ma vzdy smér k tomuto centru. Centralnim polem je gravitacni pole Zemé
¢i Slunce, elektrické pole bodového naboje apod. Pri otoceni télesa v central-
nim poli kolem osy prochézejici centrem se energie neméni, nebot ziistaviame
ve stejné vzdalenosti od centra. Thned zjistujeme, 7e plati zdkon zachovani mo-
mentu hybnosti vzhledem k ose prochéazejici centrem.



V gravita¢nim poli Slunce se zachovdva moment hybnosti Zemé, coz je stejné
tvrzeni jako druhy Keplertv zadkon. Vidite, co vSechno miizeme jenom pomoci
zékoni zachovani dokazat.

Zakon zachovani energie

Z3akon zachovani energie souvisi s jinou dilezitou vlastnosti svéta — véci nezavisi
na absolutnim ¢ase. Zadny vysledek fyzikalntho experimentu, ktery ptipravime
presné stejnym zpitisobem, nezavisi na ¢ase, kdy ho provedeme. Periodu kmiti
kyvadla namérfime stejnou dnes i zitra, jestlize méreni provedeme se stejnym
kyvadlem a na stejném misté. Nemiizeme s jistotou fici, zda je toto tvrzeni
pravdivé, ale veskerd fyzikalni pozorovani, kterd jsme dosud provedli, to potvr-
zuji. Predpokladame-li tuto symetrii casu, 1ze odvodit zdkon zachovani energie
vesmiru, celkovi energie vesmiru je konstantni.

Energie je abstraktni velicina, kterou dokazeme prisoudit kazdé oblasti pro-
storu vime, jaka je energie letictho mice i jednoho litru mezihvézdného pro-
storu. Protoze umime energii takto lokalizovat, lze dokonce Fici vice nez jen
to, 7e energie vesmiru je konstantni. Plati, Ze energie se zachovava lokalné. To
znamend, 7e pokud se energie jedné oblasti snizi, nemiize se o stejnou hodnotu
najednou zvysit energie jiné oblasti vzdalené nékolik svételnych let. V celém
vesmiru by sice ztistala energie stejna, ale v oblasti, jejiz energie se nahle snizila,
by zakon zachovani energie lokalné neplatil. Jestlize se energie jisté ohranicené
oblasti snizuje, pak se musi energie v sousedni oblasti zvySovat, coz miizeme
vyjadrit tokem energie skrz hranice oblasti. Tok energie je fyzikalni veli¢ina,
ktera proto musi vystupovat v zdkonu zachovani energie.!

Diky lokalnimu charakteru je zdkon zachovani energie velice uziteény pro
feSeni problémi. Jestlize zavazi na pruziné uzavieme do krabice, jejiz stény
vyrobime 7z izola¢niho materidlu, skrz ktery bude nulovy tok energie, mizeme
si byt jisti, ze energie soustavy uzaviené v krabici je konstantni. Pokud se
pohybujici zavazi zastavi, klesne jeho pohybové energie na nulu, hodnota jiné
formy energie vsak zase vzroste.

Energie ma mnoho forem, my budeme uvazovat kinetickou energii, potenci-
alni energii tithového nebo gravitaéniho pole, energii pruznosti (stlacend pruzina
ma schopnost konat praci). Pohyb zdvaZzi na pruziné by neustal, kdyby nebylo
ztrat. Tyto ztraty vétdinou zanedbdvame, ale v redlnych situacich k (i nepatr-
nym) ztradtdm vzdy dochézi. Pohybovéa energie télesa klesa na tkor tzv. vnitini
energie.

IN4zorné si lze predstavit nasledujici analogii. Prostor necht je vypln&ny tekutinou. Hmot-
nost této tekutiny odpovidd energii  celkovd hmotnost tekutiny v prostoru ziistivd kon-
stantni. Hmotnostni tok tekutiny pak odpovid4d toku energie. Pokud se hmotnost tekutiny
v néjaké oblasti snizi, musi odtud ¢ast tekutiny odtéci.



Asi vite, 7e latka se skldda z atom1, které konaji neusporadany pohyb — ne-
ustéle se pohybuji, rotuji, vibruji. Pfi pohybu zavazi a pruziny o sebe nékteré
¢asti tfou, pruZina se natahuje a smrstuje. Pfi tom do sebe atomy naraZeji
a méni se jejich kineticka energie. Zatimco kinetickd energie télesa klesa, ki-
netickd energie atomu konajicich neusporddany pohyb roste. Tato kineticka
energie atomil — vnitini energie — se neprojevuje zadnym viditelnym pohybem
a zda se, 7e pouze klesa kineticka energie zavazi. Mirou vnitini energie je tep-
lota, kterou mutizeme snadno mérit. Vnitini energie télesa a okolniho vzduchu
roste.

Déle existuje elektromagnetickd energie. Chemicka energie se ,uvoliiuje pri
chemickych reakcich, naptiklad pii hoteni nebo dychani. Chemické energie ma
dveé ¢asti — kinetickou energii elektronti v atomovych obalech a elektrickou ener-
gii vzajemného pritahovani a odpuzovani elektront a protont atom, které se
ucastni vazby. S uspofddanim protonti a neutronii v jadie souvisi jaderné ener-
gie, coz je daldi (po gravitacni a elektromagnetické) elementarni forma energie.

Pii formulaci specialni teorie relativity dospél A. Einstein k nevyhnutelnému
zévéru, ze s hmotnosti souvisi klidova energie. Tuto energii mé téleso, i kdyz
je v klidu, a plati pro ni zndmy vztah E = mc?, kde c je rychlost svétla a m je
klidova hmotnost télesa. Klidova energie zddnym zptisobem nezavisi na tom,
z jaké latky je téleso vyrobeno.

Pozndmka: Odkud ziskdvd energii® lidstvo? NaSimi primarnimi energetickymi
zdroji jsou Slunce, vitr, voda, uhli, ropa, plyn a uran. Ze Slunce vyuzivime
piimo energii zareni. Energie, kterou ziskdvime 7z vétru a vody, pochazi ze
Slunce, které na Zemi ohtivd vodu a vzduch. Pfi spalovani uhli, ropy nebo
plynu se uvoliuje chemicka energie, av8ak ropa a uhli vznikly ptisobenim Slunce
a vody pred desitkami a stovkami miliént let. V jadernych elektrarnach sté-
pime jadra atom® uranu, pricemz se uvolhuje predevsim elektricka energie,
kterd navzdjem odpuzuje protony v jadie. Odkud pochézi uran? Uran vznika
pfi vybuchu supernovy, kdy dojde k obrovskému nahromadéni energie tésné
pred zénikem gigantické hvézdy. Pti vybuchu se uvolni tolik energie, ze dojde
k postupnému slucovani jader lehéich prvki, které je poc¢inaje zelezem energe-
ticky nevyhodné. Tak vznikaji vSechna jadra atomi, kterd maji vice protoni
nez zelezo.

A odkud pochézi energie zafeni Slunce ¢ jakékoliv jiné hvézdy? Ve Slunci
dochézi ke sluc¢ovani protonti (jader vodiku), pfi¢emz se uvoliiuje jaderna ener-
gie, tomuto procesu fikdme termonuklearni reakce.?

2V tomto odstavci m4 slovo energie obecné&jgi vyznam.

3Lidstvo dokéZe ziskat energii z vodiku pouze nebezpetnou metodou vybuchu. Kdybychom
v reaktoru dokazali Fidit termonukledrni reakci, mohlo by se z tekouci vody o pratoku nékolik
desitek litrii za sekundu ziskat tolik energie, kolik spotfebuje cely svét. Je proto tikolem fyziki



2 Zakon zachovani hybnosti

Hybnost hmotného bodu definujeme jako sou¢in hmotnosti a rychlosti hmot-
ného bodu
p=mv.

Hybnost soustavy c¢astic je souétem hybnosti jednotlivych ¢astic. Hybnost je
vektorovéa velicina, ma tfi nezavislé slozky.

V predchézejici kapitole jsme vysvétlili, pro¢ se na povrchu Zemé zachovava
vodorovna slozka hybnosti télesa a svisla nikoliv. Vime, ze se hybnost zachovava
v téch smérech, ve kterych se neméni energie. To plati zcela obecné i ve
specialni teorii relativity, kde zavisi hmotnost télesa na jeho rychlosti.

Zakon zachovani hybnosti lze vyuzit pti feSeni mnoha tloh, ve kterych lze
zanedbat odpor prostredi.

Priklad 1 — sané na jezefe

Sané se sankafem o celkové hmotnosti M, stoji v klidu na zamrzlém jezete. Na
sanich jsou naloZeny dva kameny o hmotnostech m a mg, pfiéemz m; = M/6
a me = M/12. Sanka¥ chce uvést sdné do pohybu tim, Ze dozadu vyhodi oba
kameny vodorovnou rychlosti v, vzhledem k sankam. Urcete kone¢nou rychlost
sani, vymr§ti-li ¢lovék kameny

a) soucasne,
b) nejprve téz§i kdimen, potom leh¢i,

c) nejprve lehéf kdmen, potom t8781.
Tteni mezi skluznicemi sani a ledem zanedbejte.

Reseni

Ve vodorovném sméru plati zdkon zachovani hybnosti, protoze v tomto
sméru na sané s kameny neptisobi zadné sily. Vodorovna slozka pocatecni hyb-
nosti soustavy sani, sankare a kameni je vzhledem k ledu nulové, a tak tomu
musi byt i po odhozeni obou kamenti.

a) Konecnou velikost rychlosti sani oznac¢ime v. Musi platit, Ze vysledna hyb-
nost je nulovd, neboli velikost hybnosti odhozenych kamend se musi rovnat
velikosti hybnosti na opa¢nou stranu se pohybujicich sani. Odhozené kameny

vymyslet zpisob, jak to udélat, aby nés osvobodili z hrozici energetické krize. Politici uz
konecné prestali zavirat o¢i pred timto zavaznym problémem. V nedavné dobé evropskd unie
uvolnila nemalou ¢astku eur, aby mohla zapocit stavba obrovského zkuSebniho reaktoru pro
vyzkum termonukledrni reakce.



se vzhledem k zemi pohybuji rychlosti v.e; — v, nebot je sankai odhodil rych-
losti vper vzhledem k sanim.

0=Muv— (my + ms)(vyel — v).

Odtud dostaneme

mi + mo

nv=———
M + mqy +mo

1
Urel = = Vrel = 0,200 vy -

YV

b) Po odhozeni té7stho kamene o hmotnosti my ziskaji sdné s lehéim kamenem
o hmotnosti my rychlost o velikosti vy
m

0= Moy =m (ot =v1) = v = e
(m2 + M)vi —mq (Vrel — 1) U M +mq +ms

Urel -

Druhy kdmen odhazuje sankar rychlosti v, vi¢i sanim, takze rychlosti
o velikosti v.e] — v viic¢i ledu. Znovu pouzijeme zikon zachovani hybnosti

(mo + M)vy = Mv — ma (vl — v) .
Do této rovnice dosadime za v; a dostaneme

may (m2 + M)

VUpel = (M + mo)v — MoUrel
M+my+my ( ) e

odtud

1 (M ) o (M ) 2 41
V= m1 (M +ma) + mo(M +mi) +mj Vpel = —— Vpel = 0,210 vy -
(M + ma)(M +mq + ms) 195

¢) Nechame na vés, abyste ovéfili, ze pokud nejdiive odhodime leh¢i kdmen,
bude vysledna velikost rychlosti sani rovna

22 286 41
105 7' T 287195

Nejvyhodnéjsi je vymrstit nejprve téz§i kdmen, potom lehdci.

Urel = 0,210 vy -

Piiklad 2 — vodni délo na vagénu

Otevieny vagén o hmotnosti M = 30t stoji nezabrzdén na vodorovnych kolejni-
cich. Na vagoénu je nainstalované vodni délo. Za minutu z déla vysttikdme hekto-
litrovou nadr. Vodu st¥ikdme rovnobézné s kolejnicemi rychlosti u = 15m-s~!,
proud vody dopadid mimo vagén. Zménu hmotnosti vagénu tim zptisobenou
muzete zanedbat stejné jako valivy odpor pfi pohybu vagénu po kolejnici.



a) Jaké bude zrychleni vagénu béhem stiikani vody?
b) Jaka bude koneéné rychlost vagénu?

T
== ==

Obr. 1

- =

ReSeni

Stejné jako v pripadé sanék na ledé se bude zachovavat vodorovnd slozka
celkové hybnosti vagénu a vody. Voda vystielena z déla mé jistou vodorovnou
hybnost. Ma-li ziistat celkovd hybnost konstantni, musi ziskat vagon stejnou
hybnost opaéného sméru vagdn se tedy zacne pohybovat opaénym smérem,
nez proudi voda ve vagdénu.

a) Plati-li, 7e velikost rychlosti pohybu vagénu je dost mald viiéi velikosti rych-
losti vody, kterou st¥ilime z déla, potom je rychlost vody viiéi délu stejna jako
rychlost vody viiéi kolejim. Tento predpoklad ovérime na konci reSeni.

Hmotnostni tok vody délem je @ = oV/T, kde g je hustota vody, V = 1001
je objem nadrze a T' = 1 min je doba, po kterou sttilime z déla. Pfedpokladejme,
7e zndme velikost rychlosti vagénu v(t) v ¢ase t méfeného od zapoceti st¥ikani
vody. Sledujme, co se stane v nasledujici dobé At. Z déla bude vystielena voda
o hmotnosti QAt, jeji hybnost bude QAtu. Zanedbame-li zménu hmotnosti
vagénu, pro velikost rychlosti vagénu v(t+At) v ¢ase t+At dle zdkona zachovani
hybnosti plati rovnice

Mu(t) = Mou(t + At) — QAtu.

Vyjadtfime novou rychlost

v(t + At) =v(t) + %At.

Srovnanim tohoto vztahu se vztahem pro rovnomérné zrychleny pohyb v =
vy + at ziskdme vyraz pro velikost zrychleni vagénu

_%_gVu_lOO-l-ﬁm
M MT 30000-60

a $2=0,83mm-s 2.

b) Kone¢éna velikost rychlosti vagénu bude

_oVu 100-1-15

=aTl =
v=a M 30000

m-s ' =0,05ms ',
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Vysledek z&visi jen na poméru hmotnosti vody v nadrzi a hmotnosti vagénu
a odpovidé zakonu zachovani hybnosti ve tvaru Mv = gV u.

Na zavér feSeni bychom se méli vratit k ivodnimu predpokladu. Pomér ko-
necné velikosti rychlosti vagénu a rychlosti, jakou je vystifeloviana voda, je roven
poméru hmotnosti vody v nadrzi a hmotnosti vagénu. Jelikoz jsme podle zadani
méli zanedbat hmotnost vody vi¢i hmotnosti vagénu, mtzeme si jisté dovolit
zanedbat i velikost rychlosti vagénu vici velikosti rychlosti vystfelujici vody.

To je oviem také patrné z velikosti kone¢né rychlosti vagénu v = 0,05 m-s~".
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3 Zakon zachovani momentu hybnosti

Uvazujme hmotny bod P, ktery kond rovinny pohyb. Déle si zvolme osu o kol-
mou na rovinu vymezenou jeho pohybem. Moment hybnosti* hmotného bodu P
vzhledem k dané ose o definujeme jako soucin velikosti vektoru hybnosti, vzda-
lenosti bodu P od osy o a sinu orientovaného tihlu mezi vektorem hybnosti
a nejkratsi spojnici osy o s bodem P

L =prsingp

(viz obr. 2, kde je osa o je kolm4 na rovinu obréazku a prochazi bodem O). De-
finujme vektor p¢, ktery je kolmy na vektor r a pro jehoz soutadnici plati p; =
psin p. Potom moment hybnosti miizeme vyjadrit jako L = pyr, také

L = mugr = mriw,

kde w je tthlova rychlost privodic¢e bodu P vzhledem k ose 0. Rovnéz miizeme
definovat vektor r, , pro jehoZ soufadnici plati ;| = r sin ¢, potom pro moment
hybnosti lze psat

L=pr,.

Podobnym zpiisobem miizeme vyjadfit moment hybnosti télesa
L=Jw,

kde J je moment setrvacnosti télesa vzhledem ke zvolené ose.

Obr. 2

4Moment hybnosti je ve skute¢nosti vektor. Jeliko? se viak omezime na rovinné pohyby,
vystacime s jednou slozkou.
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V prvni kapitole jsme dospéli k zavéru, ze ptisobi-li jen centralni sily, zacho-
vava se moment hybnosti télesa vzhledem k libovolné ose prochazejici centrem.
Obecné plati, ze pokud na téleso ptisobi nulovy moment sily viic¢i ose otaceni,
zachovava se jeho moment hybnosti, pak totiz pfi otdceni nemusime konat
praci. Toho vyuzijeme pfi feSeni nasledujicich prikladii.

Piiklad 3 — ¢lovék na rotujici desce

Clovék stoji s upazenyma rukama na vodorovné desce, kterd bez tieni rotuje
s frekvenci 1,20t-s7'. V kazdé ruce drzi zavazi. Moment setrvacnosti ¢loveka,
zévazi a desky vzhledem k ose otadeni je Jy = 6,0kg-m?. Clovék p¥ipazi a zmensi
tak moment setrvacnosti na .J; = 2,0 kg-mQ.

a) Jak se zméni frekvence rotace desky?
b) Vypoditejte, jak se zméni kinetickd energie soustavy.
c) Jak vysvétlite pfipadnou zménu kinetické energie?

ReSeni

a) Na desku a ¢lovéka piisobi pouze tihova sila, jejiz vektor je rovnobézny
s osou rotace. V roviné rotace nepiisobi 7zddna vnéjsi sila a plati proto zakon
zachovani momentu hybnosti vzhledem k ose otaceni. Tento zdkon vyjadrime
jednoduchou rovnici

Jowo = Jiwi ,

kde wq je pocatecni tthlova rychlost a wy je vysledna tihlova rychlost poté, co
¢lovek pripazil. Takze dostavame
W1 J() Wo J() 1
= — = —— = — =3.60t-s .
h= = ham - 0=%
b) Kinetickd energie rota¢niho pohybu je Jw?/2. Pomér kinetické energie po
pripazeni a pred nim je

le% . ﬁ . 3
ngg B J] o

Kineticka energie rotac¢niho pohybu se tedy zvysila, vypocitejme jesté, o kolik

1 1
AE = 3 Jiw? — 3 Jows = Jows = 4m* Jofd = 3407 .

c¢) Kineticka energie soustavy se zvétsi o praci vykonanou ¢lovékem pii priblizeni
zavazi k ose dostredivou silou. Ta se kona na tikor jeho vnitini energie.
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Také vas mlize napadnout, jaky moment sily zptisobil roztoceni desky. Pri-
blizenim zavazi ke stfedu zmensujeme jejich okamzitou rychlost. Paze tedy na
zavazi pisobi kromé dostiedivé sily jesté silou namifenou proti jejich okamzité
rychlosti, kterou je brzdi. Podle principu akce a reakce ptisobi zavazi na pazi
reakci namifenou ve sméru jejich okamzité rychlosti a tim zvétSuji thlovou
rychlost celé soustavy.

Priklad 4 — maly velky problém

Hvézdny korab se sklada ze dvou kabin o hmotnosti M, mezi nimiz se naléza
spojnice délky 21 (korab tedy vypadd jako na obr. 3). Korab byl v relativnim
klidu, kdyz néhle byla jedna z kabin zasaZena malym (hmotnost m <« M)
meteoritem, jehoZ rychlost byla u. Maly meteorit ztistal uvéznény v kabiné.
Po této fatalni kolizi se lod za¢ala pohybovat a také rotovat (thlovou rychlost
rotace oznafme w).

a) Jaka bude rychlost kordbu po srazce?

b) Jaka je vzdalenost pfimky, po které se meteorit pohyboval, od nezasazené
kabiny?

Obr. 3

Reseni

Predpokladejme, 7e rychlost 4 meteoritu ma smér ke stfedu jedné z kabin,
jak je znazornéno na obrazku 3. Srazku budeme popisovat v roviné urcené
vektorem o a spojnici stfedt obou kabin. Tato rovina je vyhodna, protoze se
st¥edu spojnice obou kabin, nebot dle zadani je hmotnost meteoritu mald. Uhel
merzi vektorem rychlosti u a spojnici kabin oznac¢ime a.

a) JelikoZ na soustavu kordbu a meteoritu neptsobi 7zadné sily, plati i béhem
srazky zakon zachovani hybnosti, a tedy 2Mv = mu, kde v je velikost rych-

vvvvvvvv

pohybem, jehoZ rychlost bude mit smér stejny jako u a velikost w - m/2M.
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b) Hledana vzdalenost je d = 2lsin a. Po nérazu se zacne korab kolem svého
té7isté otacet. Nyni musime stanovit, jak vysledna thlova rychlost otaceni w
souvisi s thlem «. To ur¢ime ze zdkona zachovani momentu hybnosti vzhledem
k ose prochézejici t&Zzistém soustavy kordbu a meteoritu, ktery plati, nebot na
soustavu kordbu a meteoritu neptisobi zZadné vné&j§i sily (tudiz ani momenty
sil).

Moment hybnosti hvézdného korabu pted sréazkou je nulovy, leticiho meteo-
ritu mul sin .. Po srézce je moment hybnosti meteoritu velmi maly (zanedbdme
ho) a hvézdného kordbu Jw. Tedy podle zédkona zachovani momentu hybnosti
plati

mulsina = Jw.

Déle musime vyjadrit moment setrvacnosti kordbu .J vzhledem k ose procha-
zejici stfedem spojnice kabin. Budeme-li kabiny povazovat za malé vzhledem

k délce spojnice, dostaneme
J=2MI".

Dosazenim do predchoziho vztahu obdrzime

2Mlw
mu

sina =

Nyni jiz vypocitame vzdalenost ptimky, po které se pohyboval meteorit, a ne-
zasazené kabiny.

_4AM 12w

o um

d

Miize se vam zdat, 7e pti feSeni prikladu jsme mohli pouzit zdkon zachovani
energie. Toto v8ak nelze, protoze srdzka meteoritu s kabinou je slozity proces.
Dochéazi naptiklad k 8ifeni zvukovych vin kabinou ¢ ohfevu materidlu kabiny.
Vnitini energie kabiny vzroste, jeji hodnotu v§ak nedokazeme urcit.
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4 Zakon zachovani energie

Jiz jsme si fekli v prvni kapitole, 7e energie mé mnoho forem. V tomto kratkém
textu se vSemi podrobné zabyvat nebudeme, to by dalece presdhlo skromny
rozsah této publikace. Pfipomeneme si ty formy energie, které znate ze skoly.
Kineticka energie souvisi s pohybovym stavem télesa, které ma hmotnost m
a rychlost o velikosti v, uréime ji
1
By = —mv?
K79
Téleso, které se otaci kolem dané osy tthlovou rychlosti w a mé vzhledem k této
ose moment, setrvacnosti JJ, ma kinetickou energii

1
Ek:§Jw2.

V tihovém poli v blizkosti povrchu Zemé ma téleso o hmotnosti m potenci-
alni energii
E, =mgh,

kde h je vyska nad nulovou hladinou potencidlni energie a ¢ = 9,81m-s~2 je

velikost tihového zrychleni. Nulovou hladinu potencialni energie miizeme zvolit
v libovolné vysce, tak jak ndm to vyhovuje pii feSeni problému. Napiiklad
pokud nés zajima pohyb kyvadla, zvolime nulovou hladinu ve vysce nejnizsi
polohy kyvadla.

Posledni energie, kterou zminime, je energie pruznosti. Pruzina, kterd ma
tuhost k a je z nezatizené polohy stlacena nebo prodlouzena o vzdalenost z,
ma potencialni energii pruznosti

1
Epr = 5]{771'2 .

Konstantni sila ptisobici na téleso, kterd ma pohybovy tcinek, kond praci
W=F.-d=Fdcosa,

kde d je posunuti zpiisobené silou, a je tithel mezi vektorem posunuti a vek-
torem sily. To jinymi slovy znamend, ze ptisobenim sily se méni energie télesa
o hodnotu W.

Posledni vztah vyuzivame, kdy7 se energie télesa méni plisobenim disipa-
tivnich sil, coz jsou sily, pri kterych klesd mechanickd energie télesa na tkor
vnitini energie soustavy. Disipativni sily ptisobi vzdy proti sméru pohybu té-
lesa, konaji tedy praci, ktera je zaporna. Tyto sily pochazeji od kratkodosahové
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interakce atomi (sila tfeni, odporova sila, apod.). K jejich vysvétleni bychom
museli vychazet z mikroskopickych detailt studovaného déje, coz by bylo nato-
lik slozité, ze by to nevedlo k zadnému vysledku. Pro tyto sily bézné pouzivame
experimentalné zjisténé vztahy, které neberou v tivahu vSechny jemné efekty
a plati jen do jisté miry presnosti. Zména energie télesa je pak rovna praci,
kterou sila vykonala.

Naproti tomu tihova sila ¢i sila pruznosti jsou sily konzervativni. Préce,
kterou tyto sily vykonaji pfi pohybu télesa mezi dvéma body, nezavisi na tra-
jektorii télesa. Praci 1ze urcit pouze ze znalosti poc¢atecéni a koncové polohy té-
lesa. Napriklad prace, kterou vykona tihova sila, zavisi jen na rozdilu poc¢atecéni
a koncové vysky télesa. Pro kazdou konzervativni silu existuje potencialni ener-
gie (tthova sila — tihova potencidlni energie, sila pruznosti — potencidlni energie
pruznosti). Vypocet préce konzervativni sily je tedy snadny, odpovida rozdilu
potencidlni energie.

Uvedené vztahy budeme potiebovat v nasledujicich tlohach, ve kterych
vyuzijeme zdkon zachovani energie.

Piiklad 5 — bedna na naklonéné roviné

Délnik tlaci bednu o hmotnosti 25,0 kg vzhiiru po naklonéné roving, ktera svira
thel 25,0° s vodorovnou rovinou. Plisobi na ni pfi tom silou o velikosti 209 N,
ktera je rovnobézna s naklonénou rovinou. Vypoctéte praci, kterou pfi posunuti
bedny o 1,50 m vykonaji nasledujici sily ptisobici na bednu:

a) sila, kterou ptusobi délnik,

b) tihov4 sila,

¢) normélova sila, jiz plisobi naklonénd rovina na téleso,

d) tieci sila, pokud je bedna na za¢atku i na konci pohybu v klidu.

Reseni

Hmotnost bedny oznac¢ime m, velikost sily délnika F', posunuti bedny d
a uhel naklonéné roviny «.

a) Délnik ptisobi silou, kterd je rovnobézna s posunutim bedny. Pro préci,
kterou vykond, proto plati

W =Fd=313].

b) Tihova potencidlni energie bedny roste pfi posunovéni bedny vzhiiru po
naklonéné roviné. Délnik vytlaci bednu do vysky dsin a. Prace Wy, kterou vy-
kona tithova sila, je zdpornd a v absolutni hodnoté je rovna prirtistku potencialni
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energie.
Wy = —AE, = —mgdsina = —155].

Tento vysledek miizeme vypodcitat i jinym zptisobem. Tihova sila, ktera miii
svisle dolii, svird se smérem posunuti thel a + 90°. Dosadime do vztahu pro
praci a dostaneme

W, = mgdcos (a +90°) = —mdgsina.

¢) Normélova sila ptisobi na bednu ve sméru kolmém na povrch naklonéné
roviny. Jeji smér je kolmy na smér pohybu bedny. Normalova sila tedy nema
pohybovy U¢inek a nekond zadnou préci.

d) Jelikoz byla bedna na zadatku i na konci pohybu v klidu, je soucéet praci
vsech sil roven nule. Pro praci W, tteci sily tedy plati

Wy =-W W, =—-Fd+mgdsina = —158J.

Absolutni hodnota této prace je rovna zméné vnitini energie naklonéné roviny
a bedny.

Priklad 6 — bungee-jumping

Vyznavac bungee-jumpingu se chystd skocit z mostu vysokého H = 45,0m na
pruzném lané dlouhém L = 25,0m, jeho# tuhost je ¥ = 160 N-m~!. Hmotnost
skokana je m = 61,0kg. Lano mé skokan pfivazané ke kotnikiim, sledujeme
trajektorii pravé kotniki. Vysku skokana zanedbejte.

a) Jaka bude vyska skokana nad hladinou feky v nejniz§im bodé jeho tra-
jektorie po seskoceni z mostu?

b) Jaka sila ptisobi na skokana v nejnizs§im bodé?

c) V jaké vysce mé skokan nejvétsi rychlost? Urcete tuto rychlost.

Reseni

a) VyuZzijeme zdkon zachovani energie, ztraty dané odporem vzduchu a napiné-
nim pruziny zanedbame. V nejniz§im bodé trajektorie (ve vysce h nad hladinou)
se skokan na chvili zastavi, jeho kineticka energie je zde nulova. Ubytek poten-
cidlni energie skokana (hmotnost lana zanedbame) se projevi nértistem energie
pruznosti lana. Tuto myS$lenku vyjadiime nasledujici rovnici

mg(H — h) = %k(Hf h—L)*.

Skokan totiz vzduchem proleti svislou vzdéalenost H — h a lano se protahne
o H — h — L viicéi své klidové délce L. Z této rovnice stac¢i vyjadrit h a mame
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prvni ¢ast tlohy vytesenou. Rovnice je vSak kvadratickd, a tak dostavame dvé
feseni
mg mg mg
h=—H-1-"9 —(2L+—).

Jisté vime, 7e se lano natahlo, proto musi byt h < H — L. Vyraz pod odmoc-
ninou je vétsi nez (mg/k)?, takze fyzikdlné sprdvné feSeni je se znaménkem
minus. Nejnizsi vyska skokana nad hladinou teky vychazi h = 2,08 m, prave,
aby se nenamodil.

b) Na skokana piisobi dvé sily — tthova o velikosti mg a sila pruznosti o veli-

evvs

je skokan urychlovin smérem nahoru) a ma velikost

F=k(H—h—L)—mg=+/mg(2kL +mg) =2270N.
2

Takova sila udéluje skokanovi v nejnizim bodé zrychleni a = F/m = 37,2m-s™2,
coz je asi ¢tyfnasobek tihového zrychleni.

c¢) Do okamziku, ne7 se zacne napinat lano, je skokan urychlovén tihovou silou.
Nasledné zacina sila pruznosti lana rist, skokan v8ak neustdle zrychluje, dokud
se sila pruznosti nevyrovna tithové sile (ve vysce h')

k(H—-h —L)=myg.

Po tomto okamziku sila pruznosti pfevladne a skokan zpomaluje. Nejvyssi rych-
lost ma tedy skokan ve vysce

h,’:Hfo%:IG,?)m.

Rychlost, skokana v této vysce ur¢ime snadno ze zdkona zachovani energie
! 1 2 1 ! 2
mg(H—h)zamv —|—§k(H—h—L),

odkud dostaneme

K(H — h' — L)

2
- \/QgL + M9 93 omesL.
m k

v = \/Qg(H -
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Piiklad 7 — naraz na pruZinu

Kostka o hmotnosti m = 2,5kg narazila na jeden konec vodorovné pruziny
zanedbatelné hmotnosti o tuhosti ¥ = 320N-m~' a zacala ji stlacovat. V oka-
m7iku, kdy pruZina kostku zastavila, byla pruZina stlac¢ena o d = 7,5 cm. Sou-
¢initel smykového tfeni mezi kostkou a podlozkou je f = 0,25.

a) Jakou praci vykonala pruznd sila ptisobici na kostku béhem brzdéni?

b) K jak velké zméné mechanické energie doslo vlivem ptisobeni t¥ecich sil?

c) Jakd byla velikost rychlosti v kostky v okamziku ndrazu na pruzinu?

Reseni

a) Préace, kterou vykonala pruznd sila, je rovna tbytku potencidlni energie
pruznosti
1
W, = —AF, = -3 kd® = —0,9017.
b) Zména mechanické energie ptisobenim tieci sily je ddna praci, kterou vyko-
nala treci sila. Tteci sila piisobici na kostku ma velikost fmg, takze

Wy =—fmgd=—-0,46J.

¢) Tésné pred narazem méla kostka kinetickou energii mv?/2 a pruzina byla
nestlacena. Po nirazu se zacala pruzina stlacovat, navic kostka tfela o podlozku,
coz zpisobilo pokles kinetické energie kostky. Pocatecni kinetickd energie je
tedy rovna souctu potencialni energie pruziny a prace spotfebované tieci silou.

1 1
§m1)2 = Ekd2 + fmgd.

7 této rovnice vyjadiime velikost rychlosti kostky tésné pied narazem

[ kd?
v=1/—+2fgd=10m-s"1.
m

Piiklad 8 — védlec a kvadr na naklonéné roviné

Kvadr o hmotnosti m a valec o hmotnosti m’ a poloméru r lezi na naklonéné
roviné. Obé télesa jsou spojena tuhou tyckou a tfmenem (viz obr. 4). Soudi-
nitel smykového tieni mezi kviddrem a naklonénou rovinou je f, mezi valcem
a naklonénou rovinou je dostatecné velky, aby dochazelo k odvalovani valce bez
skluzu. Jaké bude zrychleni soustavy, pokud se da soustava do pohybu?
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Obr. 4

Reseni

Uvazujme pohyb soustavy po draze d, na které soustava zrychli z nulové
rychlosti na rychlost o velikosti v a jeji vyska klesne o dsin a. Pokles potencialni
energie valce a kvadru je roven zméné kinetické energie posuvného pohybu
vélce a kvadru, zméné kinetické energie rota¢niho pohybu vélce a praci, kterou
spotiebovala tieci sila. Uhlova rychlost rotace vélce je za pfedpokladu, Ze vilec
odvaluje bez skluzu, rovna w = v/r. Zakon zachovani energie tedy vystihuje
rovnice

1 1 2
(m +m')gdsina = B (m +m/)v? + 3 J (;) + mgdf cosa,

kde J jsme oznacili moment setrvacnosti valce vzhledem k jeho ose. Ze vztahti
pro rovnomérné zrychleny pohyb dostaneme a = v2/2d. Z posledni rovnice tedy
obdrzime vysledek

(m+m')gsina — fmgcosa
m+m' + J/r?

a =

Priklad 9 — paradox letadel

Dvé letadla leti vedle sebe stejnou rychlosti v = 200m-s~'. Nahle jedno vystieli
z kanonu st¥elu o hmotnosti m = 2kg rychlosti u = 250m-s~! (méfeno z dru-
hého letadla). Ve vztazné soustavé spojené s druhym letadlem ziskala stiela
pfi vystielu kinetickou energii %mu? = 62,5kJ. Podle pozorovatele na zemi se
rychlost stiely pti vystielu zvétsila z v na v + u a jeji kinetickd energie vzrostla
7z 3mv? = 40kJ na im(v+u)? = 202,5kJ, tedy o 162,5kJ. Prace vykonana ka-
nonem pii vystielu v8ak musi byt v obou vztaznych soustavach stejné. Urcete
jeji velikost a vysvétlete rozdil mezi prirtistkem kinetické energie stiely v obou

vztaznych soustavach.

Reseni

Hodnota energie sice zavisi na volbé vztazné soustavy, platnost zadkona za-
chovani energie a hybnosti vSak nikoli. Po vystielu se rychlost prvniho leta-
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dla zméni a tim tedy i jeho kinetickd energie. Zména kinetické energie stiely
a zména kinetické energie letadla je podle pozorovatele v letadle a na zemi
riznd, ale soucet zmén je v obou soustavach stejny a je roven vnitifni praci
kanonu.

Letadlo m& hmotnost M = 50t. VyfeSme problém nejdiive ze soustavy
spojené s druhym letadlem. Letadlo mé pfed vystielem nulovou hybnost, po
vystielu je podle zdkona zachovani hybnosti soucet hybnosti letadla a stiely
roven nule, tedy

0= -Mv'+mu = o= % w=0,01lms !,

kde v’ je velikost rychlosti letadla po vystielu. Soucet zmény kinetické energie
stiely a letadla je

1 1 1
W:§mu2+§MU’2:§(l+%)mu2.

Pozorovatel na zemi zjisti, 7e rychlost stiely se zvétsila z v na v + u a 7e
rychlost letadla klesla z v na v — v’. Zména kinetické energie stiely je

1 1
AEie1a = = m(v 4+ u)? — 3 mv? = B mu? + mou

2

a zména kinetické energie letadla je
1 N2 1 2 1 2 !
AE]etad]O:—M(U—’U) — = Mv® == Mv* - Mo .
2 2 2
Soucet, obou zmén je (za v’ dosadime ze zdkona zachovani hybnosti)

1 1 1 m
L. S My — M ':—(1 —) 22 62,5k].
w 2mu +mvu+2 v VU 5 +M mu 62,5kJ

Vnitini prace kanonu je vskutku v obou vztaznych soustavach stejnd, zdanlivy
rozpor byl zptisoben neuvdZenim (a¢ malé) zmény rychlosti letadla.
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5 Srazky

V této posledn{ kapitole budeme studovat problémy, kde hraji hlavni roli srazky®
téles. Srazka je kratkodoby déj, pfi némZ na sebe télesa vzajemné plisobi po-
mérné znacnymi silami. Jelikoz je srdzka okamzity dé&j, plati zdkon zachovani
hybnosti soustavy v8ech téles, které se ticastni srazky, ve vSech smérech.

Nahodné se pohybujici atomy télesa maji nenulovou celkovou kinetickou
energii (tj. vnitini energii), i kdyZ je téleso v klidu. JelikoZ s¢itdme kinetické
energie atomi %va, kde rychlost vystupuje ve druhé mocniné, zalezi na veli-
kosti rychlosti, nikoli na jejim sméru. Kazdy atom ma néjakou rychlost, proto po
seCteni energii v8ech atomil dostaneme hodnotu vnitini energie véts$i nez nula.
Kazdy atom ma také hybnost mv, a kdyz secteme takovéto prispévky k hyb-
nosti vSech atomi v télese, mizeme rovnéz dostat nenulovy vektor. To vSak
znamend, 7e se atomy pohybuji jednim smérem casté&ji, a toho si nelze nevsim-
nout, nebot celé téleso se bude pohybovat. PouZiti zdkona zachovani hybnosti
je tedy snadné, neb celkova hybnost télesa je rovna soucdinu jeho hmotnosti
a rychlosti tézisté. Nenulovou hybnost maji pravé ta télesa, ktera se pohybuji.

Zakon zachovani energie je oviem komplikovangjsi. Cést kinetické energie
télesa se miize snizit na tkor vzristu vnitini kinetické energie atomt. Zakon za-
chovani energie samoziejmé plati vzdy, jenom je obtizné sledovat pohyb vSech
atomt a kvalitativné to popsat. Z toho diivodu rozliSujeme pruzné srazky, bé-
hem kterych se zachovava celkova mechanicka (tj. kinetickd a potencilni) ener-
gie téles Gcastnicich se srazky, a nepruzné srazky, kde zdkon zachovani mecha-
nické energie neplati (télesa se pii srazce zahteji apod.). Specidlnim piipadem
nepruzné srazky je dokonale nepruznd srdzka, pti které se télesa po srazce spoji
(napiiklad plastelina, kterd dopadne na zem).

Priklad 10 — pruzna srazka

Na vodorovné vzduchové draze se mohou volné pohybovat dva voziky. Jeden
z nich je na pocatku v klidu a druhy do ného narazi. Dojde k pruzné srazce, po
niz se oba voziky rozjedou na opac¢né strany rychlostmi stejné velikosti. Jaky
je pomér jejich hmotnosti?

Reseni

Vzhledem k tomu, 7e se voziky pohybuji po vzduchové draze, zanedbejme
odpor proti jejich pohybu. Po celou dobu tedy plati zakon zachovani hybnosti
i mechanické energie, nebot se jedné o pruznou srazku.

5Ptesnéji feteno razy, ale budeme pouzivat vzité slovo srazky.
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Hmotnost prvniho voziku, ktery je v klidu, ozna¢me m;, hmotnost dru-
hého oznac¢me ms a velikost jeho rychlosti vo. Po srdzce budou mit oba voziky
opacnou rychlost o velikosti v. Zakon zachovani hybnosti vyjadiuje rovnice

MoV = M1V — MoV

a zékon zachovani energie

1 2 1 2 1 2
— Mol = = M1V” + = Mo~ .

2 2 2
Z prvni rovnice vyjadiime vo = (u — 1)v, kde symbolem pu jsme oznaéili po-
mér hmotnosti 1 = my/mo, a dosadime do rovnice druhé. Rovnici pokréatime
kvadratem rychlosti v?, dostaneme

1 1 1
gm0 =gmtom = (-1 =p+l.

Z této jiz snadno vyjadiime hledany pomér u = 0 nebo u = 3. Prvni moznost
zfejmé nemd smysl, vysledek tedy je m; = 3ms.

Priklad 11 — balistické kyvadlo

Rychlost kulky vystielené z pusky se diive mérila pomoci balistického kyvadla.
Stiela o zndmé hmotnosti m a nezndmé rychlosti v vleti do dievéné bednicky
s piskem o hmotnosti M zavésené na vlakné délky L a uvazne v ni. Bednicka se
tim uvede do pohybu a za¢né se kyvat. Zméfenim amplitudy thlové vychylky A
miizeme urcit rychlost kulky. Najdéte potfebny vztah.

7

RN
NN
A N\ L
NN
ANN
L N
Npoa
Foo|
bed
v
— et
D O O
m M
Obr. 5

Reseni

Béhem déje, kdy stfela uvazne v bednicce s piskem, se zachovava celkova
hybnost soustavy stiela a bednicka. Stiela se totiz pohybuje vodorovné. Me-
chanicka energie soustavy se vSak nezachovavd, protoze se jedna o (dokonale)
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nepruznou srazku. Rychlost bednicky se stielou V' tedy urc¢ime ze zakona za-
chovani hybnosti
m

V= ) MYV = V =
mv = (m + M) Y

v.

Zanedbali jsme hmotnost vldkna, na kterém visi bednicka.

zavésu vldkna. Zanedbdme-li odpor vzduchu, bude se zachovavat mechanicka
energie bednicky s kulkou. Nulovou hladinu potencidlni energie zvolime v nej-
mechanickou energii 2(m + M)V?2. V nejvy$im bodé trajektorie, kdy thel
vychylky bednicky z rovnovazné polohy odpovida amplitudé A, ma bednicka
nulovou kinetickou energii. (Bednicka se zastavi a zafne se pohybovat zpét.)
Podle obrazku 5 zjistime, 7e vyska tézisté bednicky vzroste o L(1 — cos A). Po-
tencidlni energie v nejvyssim bodé tedy je (m + M)gL(1 — cos A). Vztah mezi
amplitudou A a pocatec¢ni rychlosti V' bednicky dava zdkon zachovani energie

% (m + M)V = (m + M)gL(1 — cos A) .

Dosadime za rychlost V
1 ‘2
EmT- 7 v?> = (m + M)gL(1 — cos A)

a pro velikost rychlosti kulky dostédvame
M
v = mt V2gL(1 —cos A) .
m

Priklad 12 — kotouée na stole

Na vzduchovém stole dojde ke srazce dvou stejnych plochych kotouc¢tt o hmot-
nosti m a poloméru r. Na zacatku byl jeden kotouc¢ v klidu a druhy do néj
narazil rychlosti v;. Soucinitel tfeni mezi kotoucemi je f. Jaky tthel budou svi-
rat trajektorie kotoucu po srazce? Valivy odpor zanedbejte, srazkou kotouct
povazuje za pruznou.

Reseni

Soutadnicovou soustavu zavedeme podle obrazku 6 (osa x méa smér spojnice
stfedl kotouéii, pocatek soustavy je v misté dotyku kotouéit). Velid¢iny p¥islusné
narazejicimu kotouci budeme znacit indexem 1, veli¢iny piislusné kotouci, ktery
byl v klidu, oznaé¢ime indexem 2. Veli¢iny po srazce opatiime ¢arkou. Uhel mezi
vektorem rychlosti v; a osou z oznacdime a.
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Obr. 6

Béhem srazky se zachovava hybnost, moment hybnosti i energie soustavy
dvou kotouc¢t. Budeme studovat zvlast pohyb ve sméru osy = a osy y. Je to
vyhodné, nebot vektory normalové sily a tieci sily, které ptisobi na kotouce
béhem srazky, maji smér osy = a osy y.

Ve sméru osy z dojde k pruzné srazce kotouct, plati tedy zédkon zachovani
hybnosti i mechanické energie

i ! 1 1 12 1 2
MUy = MUy, + MUy, , S MUy = £ MU, + 2 MUy, .
2 2 2
7 téchto dvou rovnic najdeme x-ové soutradnice rychlosti obou kotoucd po
srazce
vy, =0, Vh, = U1y -
Vypocitdme jesté souradnici normalové sily, kterd ptisobila na prvni kotouc.

Podle druhého Newtonova zakona piseme

mAvy,  m(vy, — vig)
At At ’

N =

kde At je doba trvani srazky.

Zabyvejme se nyni pohybem kotouc¢d ve sméru osy y. Béhem srazky ptisobi
na kotouce treci sila, kterd zméni nejen jejich rychlosti, ale také je roztodi.
Zacneme nejjednodussi rovnici  zdkonem zachovani hybnosti

! !
MUy = MUy, + My, .

Zakon zachovani momentu hybnosti vyjadiime vzhledem k ose prochazejici
bodem dotyku kotoucti. Plisobisté vsech sil je totiz pravé v tomto bodé, moment
hybnosti kazdého kotouce se bude vzhledem k této vybrané ose zachovavat

—Mmuyr = —mviyr + Jwy, 0= mvgyr + Jws .
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kde w je thlova rychlost rotace kotouct po srézce a J je jejich moment setrvac-
nosti vzhledem k ose rotace (pro valec J = mr?/2). Pokud se povrchy kotou¢i
vii¢i sobé pohybuji, ptisobi na prvni kotouc tfeci sila, kterd méa souradnici fN.
Tésné pred srazkou je teénd rychlost povrchu prvni koule vzhledem k povrchu
druhé koule vy, tésné po srazce vy, — vy, + wir + wor. Thect sila tedy vykond
praci

Wi

1
3 N (viy + v, — v, +wir 4 wor) At =

3 fm(vi, —viz)(v1y + 01, — vy, + w1 + wor) .

Zbyva napsat zédkon zachovani energie. Zména kinetické energie je rovna praci
vykonané treci silou

1 1
~moi, + Wy = = mol, + = moy

1 1
3 2 5 2y+§.]w]2+—,7wg.

2

Resenim uvedenych rovnic dostaneme dvé fefeni pro y-ové soufadnice rych-
losti obou kotoucil po srazce. Fyzikalné spravné vybereme podminkou, Ze vza-
jemné teénd rychlost povrchi kotouct musi byt po srazce vétsi nez nula (jinak
by nebyl splnén piedpoklad o velikosti tfeci sily).

W, = vy = foie,  vh, = fo.  protga > 6f.

Pro tga < 6f feSeni neexistuje. Pro takové tihly se totiz béhem srazky stihnou
teéné rychlosti povrchti kotouc¢ti vyrovnat. Jisty casovy tsek srazky tedy jiz
nedochézi ke smykani povrchil po sobé, ale k odvalovani bez prokluzu, kdy
tfeci sila nekond praci. Zakon zachovéani energie nahradime rovnici

i I _
vly—v2y+w1r+w2r70.
Resenim bude
! !
v]yzgvly, UQ-UZEUW protga < 6f.

Prvni kotou¢ se bude po srazce pohybovat ve sméru osy y. Uhel mezi tra-
jektoriemi po srazce je roven tithlu mezi vektory rychlosti kotouci po srazce, tj.
vztahem

v} v 1

tga' = 2 = = == pro tga > 6f,
U2y .fvlm f
v} 6v 6

tga' = 2L = LA pro 0 < tga < 6f.
Vay U1y tg «
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Pokud rotaci téles neuvazujeme ¢ je koeficient tfeni f roven nule, je vysledek
jednoduchy o' = 90°. Pro a = (0° ziistane prvni koule stat, vj = v.

Priklad 13 — zdolani kopecku

Vozicek o hmotnosti m jede rychlosti v po roviné, na niz lezi dievény ,kopecek*
o hmotnosti M a vySce h, jenZ po roviné klouze bez tfeni (viz obr. 7). Vozicek
na kopecek najede. Valivy odpor vozicku zanedbejte.

a) Za jakych podminek se mu podafi piejet pies vrchol?

b) Jakou rychlosti se bude kopeéek nakonec pohybovat?

0 M\

7

Obr. 7

Reseni

Jelikoz neni nijak specifikovano, jak vypada kopecek, je ziejmé, ze zkoumat
tuto tlohu pomoci G¢inkt sil by asi nikam nevedlo nebo by to bylo zbytecné
komplikované. Ulohu budeme zkoumat z hlediska energie a hybnosti. Pro plat-
nost zdkona zachovani mechanické energie nebudeme uvazovat zddné odporové
sily, coz je v souladu se zadanim. Déle je tfeba, aby se vozi¢ek béhem své cesty
nevznesl nad povrch kopecku.

Vztaznou soustavu volime pevné spojenou s podlozkou, kladny smér rych-
losti volime tak, 7e vozicek ma na pocatku kladnou rychlost.

a) Pro stanoveni velikosti kritické pocateéni rychlosti v, vozicku (minimalni
pocatecéni rychlosti takové, aby vozitek kopecek prejel) budeme piFedpokladat,
ze vozicek kopecek prejede. Jelikoz kopecek volné klouze po podlozce, bude
mit vozicek pri prekonavani vrcholku v meznim pripadé stejnou rychlost jako
kopecek, tuto spolecnou rychlost si oznacime Vi. Diky predpokladiim plati
zakon zachovani mechanické energie a zdkon zachovani hybnosti

1
mvy = §(m+M)Vk2+mgh,

mux = (m + M)V .

N | =

Vylouc¢enim Vj. dostaneme

m + M

h,
Mg‘

2 _
v =
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¢imz jsme ziskali kritickou velikost pocate¢ni rychlosti vozicku pro dostani se
na vrcholek.

b) Nyni pojdme zkoumat, jakou rychlosti se bude kopec¢ek pohybovat poté,
co z ngj vozicek sjede. Opét vyuzijeme zdkon zachovani mechanické energie
a zakon zachovani hybnosti, tedy

L

_ 1 2+1MV2
2m1) —2m11) 2 s

mv=mw + MV,

kde w je rychlost vozic¢ku po opusténi kopecku a V' je koneéna rychlost kopecku.
Po vylouceni w ziskdme rovnici

M M
—V<&V21J> =0,
m

m
kterd ma dvé feseni pro V

2m

Vi =0, V2:7m+M’U.

Jak ukdzeme dal, prvni feSeni odpovida situaci, kdy vozicek kopecek piekona
a dal pokracuje stejnou rychlosti jako na pocatku, a druhé teSeni odpovida
situaci, kdy vozicek kopecek neptekona.

Pokud tedy budeme uvazovat rychlost kopecku V5 a vyjadrime si rychlost
vozicku w, ziskame

ekvivalentnimi iipravami vztahi pro w a V5 lze snadno dokazat, ze Vo > w, coz
vzhledem k povaze tilohy znamend, Ze kopecek je ,pred“ vozickem a stale se
mu vzdaluje, neboli 7ze vozicek kopecek neptrekonal.

Vorzicek tedy musi jet alespon rychlosti vy, a pokud prekond kopecek, tak
kopecek nakonec zistane stat v klidu, ale bude posunut oproti své piivodni
poloze.
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6

1.

Ulohy

Odraz koule od stény

Kule¢nikova koule narazila do okraje kule¢nikového stolu. P¥i srazce zménila
slozka hybnosti kolma na okraj stolu znaménko. Urcete tihel ¥ odrazu koule,
je-li thel dopadu 30°. Rotaci neuvazujte.

7 27
7T\

Lo,

p 30"I \
\
| \

Obr. 8: K 1uloze 1

. Bé&Z%ec na plosinovém voze

Plosinovy zelezni¢ni viiz o hmotnosti M se mtze pohybovat bez valivého
odporu po primé vodorovné trati. Na voze stoji ¢lovék o hmotnosti m.
Soustava se pohybuje rychlosti o velikosti vg. Jak se zméni rychlost vozu,
pobézi-li ¢loveék rychlosti velikosti vy vzhledem k vozu

a) opafnym smérem nez se pohybuje viiz?
b) stejnym smérem jako se pohybuje viiz?

. Divka na kolotodi

Dévée o hmotnosti m stoji na obvodu kolotoce o poloméru R a momentu
setrvacnosti .JJ. Koloto¢ se miize otacet bez treni kolem svislé osy, na pocatku
je v8ak v klidu. Divka odhodi kdmen o hmotnosti m' rychlosti o velikosti v
tecnym smérem k obvodu kolotoce.

a) Jaka bude thlovéa rychlost kolotoce?
b) Vypocitejte obvodovou rychlost dévcete na kolotodi.

. Globalni oteplovani

Vétsina védct véri, ze plisobenim lidskou ¢innosti produkovanych skleni-
kovych plynii a aerosolti dochazi ke zvySovani priimérné teploty na Zemi
a odtavani ledu v polarnich oblastech. Kdyby se veskery led z polarnich
¢epicek rozpustil a voda se vratila do svétovych ocednii, zvedla by se jejich
hladina asi o 30 m.

a) Jaky vliv by méla tato zména na rotaci Zemé&?
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b) Odhadnéte, jak by se zménila délka dne.

. Meteorit

Dne 10. srpna 1972 proletél atmosférou nad vychodnim tzemim USA a Ka-
nady velky meteorit. Odrazel se od horni vrstvy atmosféry, ohnivd koule
byla na obloze tak jasnd, Ze byla vidét i ve dne. Hmotnost meteoritu byla
asi 4 - 108 kg, velikost jeho rychlosti zhruba 15km/s. Vypoététe pokles ener-
gie meteoritu, kdyby meteorit vstoupil do atmosféry vysoké 500 km ve svis-
lém sméru a zabrzdil se kolmym dopadem na povrch Zemé. Vyjadiete tuto
energii pomoci energie uvolnéné pfi vybuchu nukledrni bomby svrzené na
HiroSimu, kterd byla 5,4 - 1013 J.

. Zachrana astronauta

Helikoptéra zvedala 72 kg astronauta na lané z hladiny ocednu do vysky 15 m
se zrychlenim ¢g/10. Urcete préci, kterou pfi tom vykonaly sily pisobici na
astronauta. Jakou rychlost astronaut ziskal?

. Kostka na naklonéné roviné

Kostku o hmotnosti 12kg polozime na naklonénou rovinu o sklonu 30°
a uvolnime ji s nulovu pocatecni rychlosti. Na naklonéné roviné je pripev-
néna pruzina, jejiz tuhost je 13,5kN-m~!. Kostka narazi na pruzinu a stla-
¢uje ji az do okamziku, kdy je jeji rychlost nulova a pruZzina je stlac¢ena
o 5,5cm. Soucinitel smykového tifeni mezi kostkou a naklonénou rovinou
je 0,4.

a) Jakou drahu urazila kostka na naklonéné roviné od okamziku vypusténi

do okamziku maximélniho stlaceni pruziny?
b) S jakou rychlosti narazila do pruziny?

. Rychlost strely

Stiela o hmotnosti 0,55 kg je vystfelena s po¢ateéni rychlosti 150m-s—!. Nej-
vyssi bod, kterého stiela dosdhne, lezi ve vysce 140 m nad Gstim hlavné.

a) Jaka je vodorovna slozka rychlosti stiely?
b) Pod jakym thlem je stiela vystielena?

Odpor vzduchu neuvazujte.

. Galileovo kyvadlo

Délka vlédkna kyvadla je L = 120cm. Ve vzdéalenosti d = 75,0cm pod za-
vésem kyvadla je umistén pevny kolik. Kulicku kyvadla zvedneme tak, aby
vlakno bylo vodorovné napnuté, a potom ji upustime.
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10.

11.

12.

a) Jaka je rychlost kulicky v nejniz§im bodé trajektorie?

b) Jaka je rychlost kulicky v nejvy$$im bodé po té, co se vldkno zachyti
o kolik, za predpokladu, ze vlikno ztistalo po celou dobu napnuté?

¢) Formulujte podminku mezi d a L, aby kuli¢ka obéhla pevny kolik a vldkno
bylo po celou dobu napnuté.

Vystrel do zdi
1

Stiela 0 hmotnosti 30 g letici vodorovnou rychlosti o velikosti 500m-s~" se
zaryla 12 cm hluboko do stény.

a) Jak se zménila jeji mechanicka energie?
b) Jaka byla velikost priimérné brzdici sily?
LyZar na svahu

Vysky dvou zasnézenych protilehlych kopcii nad iidolim jsou 850m a 750 m.
Lyzafr sjede z vy$siho z nich, zamifi do protisvahu a vyjede na nizsi vrcholek.
Primérny sklon obou svahii je 30°. Jaky musi byt soucinitel smykového t¥eni
mezi lyZzi a snéhem, aby se lyzar na niz$im vrcholku zastavil?

Rutzné kotoude *

Vyteste znovu piiklad 12 (kotouce na stole), tentokrat pro rtizné hmotnosti
kotou¢t mq # ms.

Reste dali tilohy z pfechozich studijnich textfi [7] a [8] tentokrat pomoci

zdkonu zachovani.
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Vysledky uloh

1.

Pri srazce ptisobi na kouli norméalova slozka stény, kterd je kolma na okraj
stény. Slozka hybnosti, ktera je vodorovnda s okrajem stolu, se zachovava.
Z toho okamzité plyne, ze (ihel dopadu se rovna ihlu odrazu ¢ = 30°.

. Vodorovné slozka hybnosti soustavy vozu a ¢lovéka se zachovava. Velikost

rychlosti vozu bude

a)

, m
U =g+ W Urel -
b)
v =g — m Urel -
m +

. Celkovy moment hybnosti kolotoc¢e, divky a kamene se zachovava, i po od-

hozeni kamene ztistane nulovy, nebot v roviné rotace neptisobi zadné sily.
Moment hybnosti kamene zndme m'vR, z toho snadno uréime momenty
hybnosti kolotoce a divky a tedy také thlovou rychlost kolotoce.
a)
_ m'vR
C mR2+J
b)
m'vR®> v
mR2+J  m/m'+ J/m'R2’

Vdivka = WR =

. Na Zemi pusobi pouze gravita¢ni sila Slunce, kterd ma vsak nulovy moment

vzhledem k ose rotace Zemé. Moment hybnosti rotace Zemé se zachovava.

a) Hmota Zemé se rozlozi déale od osy otddeni a tak vzroste jeji moment
setrvacnosti. Uhlova rychlost Zemé se tedy musi snizit.
b) Délka dne by se prodlouzila fddové o sekundu.

. Pokles potencialni energie meteoritu je

mM mM

AE,=k—— —k——

P R R+h

kde M = 5,97 - 10?* kg je hmotnost Zemé, R = 6378km je polomér Zemé,

h = 500km je vyska atmosféry,  je gravitacni konstanta a m je hmotnost
meteoritu.

=18-10"J

3

Pokles kinetické energie je

1
AFEy, = 3 mv? =4,5-10117.
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Celkovy pokles energie meteoritu je 4,7-10'7J, co? odpovida energii asi
deviti nukledrnich bomb svrzenych na HiroSimu.

. Lano ptisobi na astronauta silou mg/10 + mg po dréze s = 15m. Vykonand
prace je
W = 1 =12kJ
= 1g™9s = .

Potencialni energie astronauta vzroste
AE, = —W, =mgs = 11kJ.

Préace tihové sily W, je zdpornd, protoze tihova sila pisobi proti sméru
pohybu astronauta. Soucéet obou praci je roven kinetické energii astronauta,
7z toho zjistime jeho rychlost

/1
v = ggs =54ms 1.

. Hmotnost kostky oznacime m, tithel naklonéné roviny «, tuhost pruziny k,
stla¢eni pruziny y a soucinitel smykového ti¥eni f. Vyuzijeme zakon zacho-
vani energie.
a) Kostka urazi drahu

ky?

d= =1,Im.
2mg(sina — f cos a) A

b) Kostka narazila na pruzinu rychlosti o velikosti

k
v = \/— y2 +2gyfcosa=19m-s !,
m

. Velikost pocatecni rychlosti stfely ozna¢me vy a vysku, které stiela do-

sahne, h.

a) Kinetickd energie stiely tésné po vystfelu je rovna souctu potencialni
a kinetické energie stiely v nevy$sim bodé. Z této rovnice uréime ki-
netickou energii stiely v nevys$sim bodé a tedy jeji vodorovnou slozku
rychlosti v,, protoZze v nejvyssim bodé se strela pohybuje vodorovneé.

v, = 1/v —2gh = 140m-s~ .
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b) Hledany thel je roven a = arccos (v, /vg)

2gh
vE

cosa = 41— = a=20°.

9. Vyuzijeme zdkon zachovani energie.

a) Rychlost kuliéky v nejniz§im bodé je

v=1+/2gL=48m=s"".

b) Po zachyceni vldkna o kolik dosdhne kulicka maximalni vysky 2(L — d)

svvs

v=1/29(2d — L) =2,43m-=s"'.

Aby bylo vldkno napnuté, musi platit L < 2d.
c) Pfi prolétnuti kulicky nejvy$sim bodem zistane vladkno stale napnuté,
pokud dosttedivé zrychleni kulicky je vétsi nez tihové zrychleni v >

/g(L = d). Z této podminky dostaneme
5

d<L<=d.
<L < 3

10. Hmotnost stfely oznac¢me m, velikost rychlosti v.

a) Zména mechanické energie odpovida zméné kinetické energie
-
AE, = —gmut = -3,8kJ.

b) Zména kinetické energie se rovna préaci vykonané brzdici silou, kterd
pusobila na draze d.

mu?

2d
11. Pokles potencidlni energie lyzafe se rovna praci spotiebované ttfeci silou.
Oznacime-li vysky kopcit hy > hs a sklon svahu a, dostaneme
hy — hy
f=7
hi + hs

F= = 31kN.

tga = 0,036.

12. Uhel mezi trajektoriemi kotoucit pro m; # msy bude

(m1 +ms)(tge — f)
tga' = tga > 6f,
g my —ma + f(my + ma) tga — 2f2my pro tga > 6,

15(77?1 +m2)
tga' = tg o tga < 6f.
g 18(mq — ma2) + (3my + 2ms) tg” & pro tga < 6/
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