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ÚvodV knihovièe Fyzikální olympiády vyhází v poøadí ji¾ tøetí díl volné série textùÚlohy z mehaniky. V tomto textu se budeme zabývat zákony zahování a je-jih vyu¾itím pøi øe¹ení fyzikálníh úloh. Ètenáø by mìl mít základní znalostimehaniky, které mù¾e nastudovat v uèebniíh [1℄, [2℄ èi [3℄. Nìkteré fyzikálnípouèky v textu jenom velie struènì zopakujeme, ale výklad bude zalo¾en pøe-dev¹ím na øe¹ení vybranýh pøíkladù.Pøi ètení tohoto textu mìjte neustále pøi sobì papír a tu¾ku. Výklad jebohatì prolo¾en pøíklady s jejih øe¹ením. Pøed pøeètením øe¹ení se v¹ak hvílizamyslete a zkuste si napsat pár poznámek o tom, jak byste pøíklad sami øe¹ili.Ka¾dou algebraikou úpravu si také sami ovìøte. Dùraznì ètenáøùm doporu-èujeme, aby nalistovali kone bro¾urky a pokusili se øe¹it navr¾ené úlohy. Tímsi nejen ovìøíte, ¾e my¹lenky z textu hápete, ale rovnì¾ v nih získáte vìt¹íjistotu a déle si je budete pamatovat.
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1 Zákony zahování1.1 Co je to zákon zahováníNastíníme na velie názorném pøíkladu, o to znamená zákon zahování. Za-èneme pouèným pøíbìhem.Malá Ane¾ka je na prázdnináh u své babièky na venkovì. Hned od pøíjezduji zaujala babièèina krásná porelánová dóza, kterou v¹ak nesmìla na babièèinpøíkaz otvírat, aby ji nerozbila. Proto¾e je Ane¾ka zvídavá a hytrá holèièka,rozhodla se, ¾e alespoò èásteènì dózu prozkoumá, pøesto¾e nemù¾e znát eléjejí tajemství.Ane¾ka provádìla ka¾dý den vá¾ení elé dózy i s jejím neznámým obsahem.Namìøené hodnoty peèlivì vyná¹ela do grafu. Nìkolik prvníh dní se jí zdálo,¾e hmotnost dózy je konstantní, jen¾e ètvrtý den její hmotnost klesla o 20 g.To se opakovalo pozdìji nìkolikrát. Pak si Ane¾ka v¹imla, ¾e hmotnost dózyklesne v¾dy v ten den, kdy pøijede k babièe na náv¹tìvu její sestra. Ane¾ka sido zápisníèku napsalahmotnost dózy + poèet náv¹tìv babièèiny sestry� 20 g = konst :S tímto þzákonem dózyÿ byla Ane¾ka spokojená a¾ do dne, kdy hmotnostdózy vzrostla o 1 kg. S touto záhadou si Ane¾ka dlouho hlavu nelámala, tenden toti¾ jeli v¹ihni spolu s dìdeèkem do mìsta na nákup. Ane¾ka tedy uèinilapøedpoklad, ¾e platíhmotnost dózy + poèet náv¹tìv babièèiny sestry� 20 g�� poèet nákupù ve mìstì� 1 kg = konst :Tento její zákon platil pøesnì a¾ do kone prázdnin. Kdy¾ babièka zjistila,jak dùmyslnì Ane¾ka odvodila zákon dózy, uvolila se a ukázala Ane¾e, ¾ev porelánové dóze uhovává kostkový ukr. Poka¾dé, kdy¾ pøijela její sestrana náv¹tìvu, daly si obì dvì kostky ukru do kávy. Tehdy, kdy¾ jeli s dìdeèkemnakupovat, ulo¾ili do dózy nové balení kostkového ukru. Ane¾ka mìla velkouradost z toho, ¾e u¾ ví, o je v dóze, a byla hrdá na to, ¾e na¹la správný zákonpro hmotnost ukru v dóze.Vidìli jsme, ¾e Ane¾ka dokázala najít velièinu, která zùstává konstantní,s ¾ádnou informaí o obsahu dózy. Ane¾ka tak mù¾e èinit pøedpovìdi o hmot-nosti dózy, ani¾ by ji musela vá¾it. O pøesnì stejném prinipu budeme uva¾ovatv tomto textu. Klasiká fyzika umo¾òuje pøesnì pøedpovídat jakýkoliv budouístav systému, ale potøebuje k tomu úplnou informai o souèasném systému(v mehanie polohu a ryhlost ka¾dého bodu). Stejnì jako Ane¾ka v¹ak umíme3



najít velièiny obsahujíí øadu abstraktníh èlenù, které zùstávají pøi vývoji sys-tému konstantní. Mù¾eme tedy pøedpovídat nìkteré vlastnosti, ani¾ byhomsouèasný stav systému museli kompletnì popsat. Takovýmto zákonùm budemeøíkat zákony zahování a budeme se jimi zabývat konkrétnìji dále v textu.Pokud by k Ane¾èinì babièe pøijela na náv¹tìvu babièèina drahá pøítel-kynì, která by se nehala pohostit kávou s ukrem, hmotnost dózy by se zmìnilav nesouladu s Ane¾èiným zákonem. Ane¾ka bìhem prázdnin náv¹tìvu drahépøítelkynì neza¾ila a nemohla ji proto zahrnout do svého zákona. Stejnì takfyzikové, kdy¾ se v historii setkali s nìjakým novým jevem, museli v¾dy dozákonù zahování pøidávat nové èleny. Ty jsou abstraktní v tom smyslu, ¾eneznáme pøíèinu, proè vypadají právì takhle, ale v¹ehny experimenty svìdèío tom, ¾e tak vypadat musí. Ane¾ka také nemìla tu¹ení, proè její zahovávajííse velièina vypadá pravì tak, jak si napsala do deníèku. A¾ poté, o se mohlado dózy podívat, zjistila, ¾e její zákon je vlastnì zákon zahování poètu kostekukru. Jen¾e fyzii se bohu¾el do ¾ádné dózy podívat nemohou, nelze si sáh-nout na energii èi na hybnost tak, jako si Ane¾ka mohla ohmatat kostky ukruv dóze. To v¹ak ji¾ pøedbíháme do dal¹í kapitoly.1.2 Pùvod zákonù zahováníV tomto textu pojednáme o tøeh zákoneh zahování, a to o zákonu zaho-vání hybnosti, zákonu zahování momentu hybnosti a zákonu zahování energiev rámi klasiké mehaniky.Tyto zákony zahování v tom rozsahu, ve kterém o nih budeme mluvit, sedají pøímo odvodit z Newtonova zákonu síly. Tato odvození najdete v dopo-ruèené literatuøe [3℄, [6℄. Uvedené zákony se v¹ak neomezují jen na klasikoumehaniku, ale mají obenìj¹í platnost (v elektrodynamie, kvantové meha-nie, atd.). Jsou to hluboké zákony a je u¾iteèné a názorné znát jejih pùvod.V této kapitole se vám o nìm pokusíme povìdìt. Pokud následujíím øádkùmnebudete rozumìt èi se ji¾ hete pustit do øe¹ení konkrétníh problémù, klidnìpøeskoète na dal¹í kapitoly, kde jsou zákony de�novány a pou¾ity pøi øe¹enípøíkladù.V¹ehny tøi zmínìné zákony zahování souvisejí se symetrií prostoroèasu.Je to dùvtipná a zajímavá skuteènost, kterou není jednoduhé vysvìtlit, ani seo to v tomto textu nebudeme sna¾it, toto najdete v knize [5℄. Zákon zahováníhybnosti má pùvod v symetrii prostoru pøi posunutí, zákon zahování momentuhybnosti pohází od symetrie prostoru pøi otoèení a symetrie pøi posunutí v èaseje pùvodem zákona zahování energie. Co tato vìta znamená? Zaèneme sezákonem zahování hybnosti. 4



Zákon zahování hybnostiJestli¾e se pøi libovolném posunutí tìlesa v daném smìru nezmìní energie tohototìlesa, zahovává se hybnost tìlesa v tomto smìru. Jeliko¾ se energie tìlesanezmìní, libovolný fyzikální experiment s tìlesem dopadne na obou místehstejnì, tato dvì místa jsou tedy v tomto smyslu nerozli¹itelná. Toto tvrzeníneplatí jen pro tìlesa, ale i pro soustavy èásti.Jako pøíklad uva¾ujme vodorovné posunutí po povrhu Zemì. Toto posunutímusí být v¹ak dostateènì malé, abyhom mohli zanedbat zakøivení zemskéhopovrhu. Dobøe víte, ¾e energie køídy je ve dvou rozíh té¾e místnosti stejná,pøi pøesunu køídy nemusíte konat ¾ádnou prái. Vodorovná slo¾ka hybnosti setedy musí zahovávat. Vodorovná slo¾ka hybnosti køídy vyhozené ¹ikmo vzhùruse zahovává.Naopak pøi svislém posunutí na povrhu Zemì musíme v jednom smìrupøekonávat tíhovou sílu pùsobíí na køídu, v opaèném smìru køída padá vol-ným pádem. Tudí¾ dvì místa v rùznýh vý¹káh nad povrhem Zemì majírùznou poteniální energii a nejsou nerozli¹itelná. Hybnost se ve svislém smìrunezahovává.Dále mù¾eme uva¾ovat, ¾e posuneme elou Sluneèní soustavou. Pokud budeposunutí vùèi hvìzdám dostateènì malé, tak¾e se jejih pùsobení zmìní nepa-trnì, mù¾eme øíi, ¾e hybnost na¹í Sluneèní soustavy se zahovává. Na vìt¹ívzdálenosti to v¹ak neplatí, dobøe víte, ¾e na¹e sluneèní soustava obíhá ko-lem støedu galaxie zvané Mléèná dráha. Tím se dostáváme k dal¹ímu zákonuzahování.Zákon zahování momentu hybnostiStejným zpùsobem jako souvisel zákon zahování hybnosti se symetrií pøi posu-nutí, souvisí zákon zahování momentu hybnosti se symetrií pøi otoèení. Jestli¾epøi otoèení tìlesa kolem dané osy zùstává energie tìlesa nezmìnìná, zahováváse moment hybnosti tìlesa vzhledem k této ose. Zdùrazòujeme, ¾e momenthybnosti se pak zahovává nejenom pøi otáèení kolem dané osy, av¹ak pøi libo-volném pohybu.Typikým pøíkladem jsou entrální (radiální) pole, tj. taková pole, kde po-teniální energie závisí jen na vzdálenosti od nìjakého bodu { entra, nebo-lisíla má v¾dy smìr k tomuto entru. Centrálním polem je gravitaèní pole Zemìèi Slune, elektriké pole bodového náboje apod. Pøi otoèení tìlesa v entrál-ním poli kolem osy proházejíí entrem se energie nemìní, nebo» zùstávámeve stejné vzdálenosti od entra. Ihned zji¹»ujeme, ¾e platí zákon zahování mo-mentu hybnosti vzhledem k ose proházejíí entrem.5



V gravitaèním poli Slune se zahovávámoment hybnosti Zemì, o¾ je stejnétvrzení jako druhý Keplerùv zákon. Vidíte, o v¹ehno mù¾eme jenom pomoízákonù zahování dokázat.Zákon zahování energieZákon zahování energie souvisí s jinou dùle¾itou vlastností svìta { vìi nezávisína absolutním èase. ®ádný výsledek fyzikálního experimentu, který pøipravímepøesnì stejným zpùsobem, nezávisí na èase, kdy ho provedeme. Periodu kmitùkyvadla namìøíme stejnou dnes i zítra, jestli¾e mìøení provedeme se stejnýmkyvadlem a na stejném místì. Nemù¾eme s jistotou øíi, zda je toto tvrzenípravdivé, ale ve¹kerá fyzikální pozorování, která jsme dosud provedli, to potvr-zují. Pøedpokládáme-li tuto symetrii èasu, lze odvodit zákon zahování energievesmíru, elková energie vesmíru je konstantní.Energie je abstraktní velièina, kterou doká¾eme pøisoudit ka¾dé oblasti pro-storu { víme, jaká je energie letíího míèe i jednoho litru mezihvìzdného pro-storu. Proto¾e umíme energii takto lokalizovat, lze dokone øíi víe ne¾ jento, ¾e energie vesmíru je konstantní. Platí, ¾e energie se zahovává lokálnì. Toznamená, ¾e pokud se energie jedné oblasti sní¾í, nemù¾e se o stejnou hodnotunajednou zvý¹it energie jiné oblasti vzdálené nìkolik svìtelnýh let. V elémvesmíru by sie zùstala energie stejná, ale v oblasti, její¾ energie se náhle sní¾ila,by zákon zahování energie lokálnì neplatil. Jestli¾e se energie jisté ohranièenéoblasti sni¾uje, pak se musí energie v sousední oblasti zvy¹ovat, o¾ mù¾emevyjádøit tokem energie skrz hranie oblasti. Tok energie je fyzikální velièina,která proto musí vystupovat v zákonu zahování energie.1Díky lokálnímu harakteru je zákon zahování energie velie u¾iteèný proøe¹ení problémù. Jestli¾e záva¾í na pru¾inì uzavøeme do krabie, její¾ stìnyvyrobíme z izolaèního materiálu, skrz který bude nulový tok energie, mù¾emesi být jisti, ¾e energie soustavy uzavøené v krabii je konstantní. Pokud sepohybujíí záva¾í zastaví, klesne jeho pohybová energie na nulu, hodnota jinéformy energie v¹ak zase vzroste.Energie má mnoho forem, my budeme uva¾ovat kinetikou energii, poteni-ální energii tíhového nebo gravitaèního pole, energii pru¾nosti (stlaèená pru¾inamá shopnost konat prái). Pohyb záva¾í na pru¾inì by neustal, kdyby nebyloztrát. Tyto ztráty vìt¹inou zanedbáváme, ale v reálnýh situaíh k (i nepatr-ným) ztrátám v¾dy dohází. Pohybová energie tìlesa klesá na úkor tzv. vnitøníenergie.1Názornì si lze pøedstavit následujíí analogii. Prostor neh» je vyplnìný tekutinou. Hmot-nost této tekutiny odpovídá energii { elková hmotnost tekutiny v prostoru zùstává kon-stantní. Hmotnostní tok tekutiny pak odpovídá toku energie. Pokud se hmotnost tekutinyv nìjaké oblasti sní¾í, musí odtud èást tekutiny odtéi.6



Asi víte, ¾e látka se skládá z atomù, které konají neuspoøádaný pohyb { ne-ustále se pohybují, rotují, vibrují. Pøi pohybu záva¾í a pru¾iny o sebe nìkteréèásti tøou, pru¾ina se natahuje a smr¹»uje. Pøi tom do sebe atomy nará¾ejía mìní se jejih kinetiká energie. Zatímo kinetiká energie tìlesa klesá, ki-netiká energie atomù konajííh neuspoøádaný pohyb roste. Tato kinetikáenergie atomù { vnitøní energie { se neprojevuje ¾ádným viditelným pohybema zdá se, ¾e pouze klesá kinetiká energie záva¾í. Mírou vnitøní energie je tep-lota, kterou mù¾eme snadno mìøit. Vnitøní energie tìlesa a okolního vzduhuroste.Dále existuje elektromagnetiká energie. Chemiká energie se þuvolòujeÿ pøihemikýh reakíh, napøíklad pøi hoøení nebo dýhání. Chemiká energie mádvì èásti { kinetikou energii elektronù v atomovýh obaleh a elektrikou ener-gii vzájemného pøitahování a odpuzování elektronù a protonù atomù, které seúèastní vazby. S uspoøádáním protonù a neutronù v jádøe souvisí jaderná ener-gie, o¾ je dal¹í (po gravitaèní a elektromagnetiké) elementární forma energie.Pøi formulai speiální teorie relativity dospìl A. Einstein k nevyhnutelnémuzávìru, ¾e s hmotností souvisí klidová energie. Tuto energii má tìleso, i kdy¾je v klidu, a platí pro ni známý vztah E = m2, kde  je ryhlost svìtla a m jeklidová hmotnost tìlesa. Klidová energie ¾ádným zpùsobem nezávisí na tom,z jaké látky je tìleso vyrobeno.Poznámka: Odkud získává energii2 lidstvo? Na¹imi primárními energetikýmizdroji jsou Slune, vítr, voda, uhlí, ropa, plyn a uran. Ze Slune vyu¾ívámepøímo energii záøení. Energie, kterou získáváme z vìtru a vody, pohází zeSlune, které na Zemi ohøívá vodu a vzduh. Pøi spalování uhlí, ropy neboplynu se uvolòuje hemiká energie, av¹ak ropa a uhlí vznikly pùsobením Slunea vody pøed desítkami a stovkami miliónù let. V jadernýh elektrárnáh ¹tì-píme jádra atomù uranu, pøièem¾ se uvolòuje pøedev¹ím elektriká energie,která navzájem odpuzuje protony v jádøe. Odkud pohází uran? Uran vznikápøi výbuhu supernovy, kdy dojde k obrovskému nahromadìní energie tìsnìpøed zánikem gigantiké hvìzdy. Pøi výbuhu se uvolní tolik energie, ¾e dojdek postupnému sluèování jader lehèíh prvkù, které je poèínaje ¾elezem energe-tiky nevýhodné. Tak vznikají v¹ehna jádra atomù, která mají víe protonùne¾ ¾elezo.A odkud pohází energie záøení Slune èi jakékoliv jiné hvìzdy? Ve Slunidohází ke sluèování protonù (jader vodíku), pøièem¾ se uvolòuje jaderná ener-gie, tomuto proesu øíkáme termonukleární reake.32V tomto odstavi má slovo energie obenìj¹í význam.3Lidstvo doká¾e získat energii z vodíku pouze nebezpeènou metodou výbuhu. Kdybyhomv reaktoru dokázali øídit termonukleární reaki, mohlo by se z tekouí vody o prùtoku nìkolikdesítek litrù za sekundu získat tolik energie, kolik spotøebuje elý svìt. Je proto úkolem fyzikù7



2 Zákon zahování hybnostiHybnost hmotného bodu de�nujeme jako souèin hmotnosti a ryhlosti hmot-ného bodu p = mv :Hybnost soustavy èásti je souètem hybností jednotlivýh èásti. Hybnost jevektorová velièina, má tøi nezávislé slo¾ky.V pøedházejíí kapitole jsme vysvìtlili, proè se na povrhu Zemì zahovávávodorovná slo¾ka hybnosti tìlesa a svislá nikoliv. Víme, ¾e se hybnost zahováváv tìh smìreh, ve kterýh se nemìní energie. To platí zela obenì { i vespeiální teorii relativity, kde závisí hmotnost tìlesa na jeho ryhlosti.Zákon zahování hybnosti lze vyu¾ít pøi øe¹ení mnoha úloh, ve kterýh lzezanedbat odpor prostøedí.Pøíklad 1 { sánì na jezeøeSánì se sáòkaøem o elkové hmotnosti M , stojí v klidu na zamrzlém jezeøe. Nasaníh jsou nalo¾eny dva kameny o hmotnosteh m1 a m2, pøièem¾ m1 =M=6a m2 = M=12. Sáòkaø he uvést sánì do pohybu tím, ¾e dozadu vyhodí obakameny vodorovnou ryhlostí vrel vzhledem k sáòkám. Urèete koneènou ryhlostsaní, vymr¹tí-li èlovìk kamenya) souèasnì,b) nejprve tì¾¹í kámen, potom lehèí,) nejprve lehèí kámen, potom tì¾¹í.Tøení mezi skluzniemi saní a ledem zanedbejte.Øe¹eníVe vodorovném smìru platí zákon zahování hybnosti, proto¾e v tomtosmìru na sanì s kameny nepùsobí ¾ádné síly. Vodorovná slo¾ka poèáteèní hyb-nosti soustavy saní, sáòkaøe a kamenù je vzhledem k ledu nulová, a tak tomumusí být i po odhození obou kamenù.a) Koneènou velikost ryhlosti saní oznaèíme v. Musí platit, ¾e výsledná hyb-nost je nulová, neboli velikost hybnosti odhozenýh kamenù se musí rovnatvelikosti hybnosti na opaènou stranu se pohybujííh saní. Odhozené kamenyvymyslet zpùsob, jak to udìlat, aby nás osvobodili z hrozíí energetiké krize. Politii u¾koneènì pøestali zavírat oèi pøed tímto záva¾ným problémem. V nedávné dobì evropská unieuvolnila nemalou èástku eur, aby mohla zapoèít stavba obrovského zku¹ebního reaktoru provýzkum termonukleární reake. 8



se vzhledem k zemi pohybují ryhlostí vrel � v, nebo» je sáòkaø odhodil ryh-lostí vrel vzhledem k saním.0 =Mv � (m1 +m2)(vrel � v) :Odtud dostanemev = m1 +m2M +m1 +m2 vrel = 15 vrel = 0;200vrel :b) Po odhození tì¾¹ího kamene o hmotnosti m1 získají sánì s lehèím kamenemo hmotnosti m2 ryhlost o velikosti v10 = (m2 +M)v1 �m1(vrel � v1) ) v1 = m1M +m1 +m2 vrel :Druhý kámen odhazuje sáòkaø ryhlostí vrel vùèi saním, tak¾e ryhlostío velikosti vrel � v vùèi ledu. Znovu pou¾ijeme zákon zahování hybnosti(m2 +M)v1 =Mv �m2(vrel � v) :Do této rovnie dosadíme za v1 a dostanemem1(m2 +M)M +m1 +m2 vrel = (M +m2)v �m2vrel ;odtudv = m1(M +m2) +m2(M +m1) +m22(M +m2)(M +m1 +m2) vrel = 41195 vrel := 0;210vrel :) Neháme na vás, abyste ovìøili, ¾e pokud nejdøíve odhodíme lehèí kámen,bude výsledná velikost ryhlosti saní rovnav = 22105 vrel = 286287 41195 vrel := 0;210vrel :Nejvýhodnìj¹í je vymr¹tit nejprve tì¾¹í kámen, potom lehèí.Pøíklad 2 { vodní dìlo na vagónuOtevøený vagón o hmotnostiM = 30 t stojí nezabr¾dìn na vodorovnýh kolejni-íh. Na vagónu je nainstalované vodní dìlo. Za minutu z dìla vystøíkáme hekto-litrovou nádr¾. Vodu støíkáme rovnobì¾nì s kolejniemi ryhlostí u = 15m�s�1,proud vody dopadá mimo vagón. Zmìnu hmotnosti vagónu tím zpùsobenoumù¾ete zanedbat stejnì jako valivý odpor pøi pohybu vagónu po kolejnii.9



a) Jaké bude zryhlení vagónu bìhem støíkání vody?b) Jaká bude koneèná ryhlost vagónu?
Obr. 1Øe¹eníStejnì jako v pøípadì sánìk na ledì se bude zahovávat vodorovná slo¾kaelkové hybnosti vagónu a vody. Voda vystøelená z dìla má jistou vodorovnouhybnost. Má-li zùstat elková hybnost konstantní, musí získat vagón stejnouhybnost opaèného smìru { vagón se tedy zaène pohybovat opaèným smìrem,ne¾ proudí voda ve vagónu.a) Platí-li, ¾e velikost ryhlosti pohybu vagónu je dost malá vùèi velikosti ryh-losti vody, kterou støílíme z dìla, potom je ryhlost vody vùèi dìlu stejná jakoryhlost vody vùèi kolejím. Tento pøedpoklad ovìøíme na koni øe¹ení.Hmotnostní tok vody dìlem je Q = %V=T , kde % je hustota vody, V = 100 lje objem nádr¾e a T = 1min je doba, po kterou støílíme z dìla. Pøedpokládejme,¾e známe velikost ryhlosti vagónu v(t) v èase t mìøeného od zapoèetí støíkánívody. Sledujme, o se stane v následujíí dobì �t. Z dìla bude vystøelena vodao hmotnosti Q�t, její hybnost bude Q�tu. Zanedbáme-li zmìnu hmotnostivagónu, pro velikost ryhlosti vagónu v(t+�t) v èase t+�t dle zákona zahováníhybnosti platí rovnie Mv(t) =Mv(t+�t)�Q�tu :Vyjádøíme novou ryhlostv(t+�t) = v(t) + QuM �t :Srovnáním tohoto vztahu se vztahem pro rovnomìrnì zryhlený pohyb v =v0 + at získáme výraz pro velikost zryhlení vagónua = QuM = %V uMT = 100 � 1 � 1530 000 � 60 m�s�2 = 0;83mm�s�2 :b) Koneèná velikost ryhlosti vagónu budev = aT = %V uM = 100 � 1 � 1530 000 m�s�1 = 0;05m�s�1 :10



Výsledek závisí jen na pomìru hmotnosti vody v nádr¾i a hmotnosti vagónua odpovídá zákonu zahování hybnosti ve tvaru Mv = %V u.Na závìr øe¹ení byhom se mìli vrátit k úvodnímu pøedpokladu. Pomìr ko-neèné velikosti ryhlosti vagónu a ryhlosti, jakou je vystøelována voda, je rovenpomìru hmotnosti vody v nádr¾i a hmotnosti vagónu. Jeliko¾ jsme podle zadánímìli zanedbat hmotnost vody vùèi hmotnosti vagónu, mù¾eme si jistì dovolitzanedbat i velikost ryhlosti vagónu vùèi velikosti ryhlosti vystøelujií vody.To je ov¹em také patrné z velikosti koneèné ryhlosti vagónu v = 0;05m�s�1.
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3 Zákon zahování momentu hybnostiUva¾ujme hmotný bod P , který koná rovinný pohyb. Dále si zvolme osu o kol-mou na rovinu vymezenou jeho pohybem. Moment hybnosti4 hmotného bodu Pvzhledem k dané ose o de�nujeme jako souèin velikosti vektoru hybnosti, vzdá-lenosti bodu P od osy o a sinu orientovaného úhlu mezi vektorem hybnostia nejkrat¹í spojnií osy o s bodem PL = pr sin'(viz obr. 2, kde je osa o je kolmá na rovinu obrázku a prohází bodem O). De-�nujme vektor p t, který je kolmý na vektor r a pro jeho¾ souøadnii platí pt =p sin'. Potom moment hybnosti mù¾eme vyjádøit jako L = ptr, takéL = mvtr = mr2! ;kde ! je úhlová ryhlost prùvodièe bodu P vzhledem k ose o. Rovnì¾ mù¾emede�novat vektor r?, pro jeho¾ souøadnii platí r? = r sin', potom pro momenthybnosti lze psát L = pr? :Podobným zpùsobem mù¾eme vyjádøit moment hybnosti tìlesaL = J! ;kde J je moment setrvaènosti tìlesa vzhledem ke zvolené ose.
O Prr? pp t '
Obr. 24Moment hybnosti je ve skuteènosti vektor. Jeliko¾ se v¹ak omezíme na rovinné pohyby,vystaèíme s jednou slo¾kou. 12



V první kapitole jsme dospìli k závìru, ¾e pùsobí-li jen entrální síly, zaho-vává se moment hybnosti tìlesa vzhledem k libovolné ose proházejíí entrem.Obenì platí, ¾e pokud na tìleso pùsobí nulový moment síly vùèi ose otáèení,zahovává se jeho moment hybnosti, pak toti¾ pøi otáèení nemusíme konatprái. Toho vyu¾ijeme pøi øe¹ení následujííh pøíkladù.Pøíklad 3 { èlovìk na rotujíí deseÈlovìk stojí s upa¾enýma rukama na vodorovné dese, která bez tøení rotujes frekvení 1;2 ot�s�1. V ka¾dé rue dr¾í záva¾í. Moment setrvaènosti èlovìka,záva¾í a desky vzhledem k ose otáèení je J0 = 6;0 kg�m2. Èlovìk pøipa¾í a zmen¹ítak moment setrvaènosti na J1 = 2;0 kg�m2.a) Jak se zmìní frekvene rotae desky?b) Vypoèítejte, jak se zmìní kinetiká energie soustavy.) Jak vysvìtlíte pøípadnou zmìnu kinetiké energie?Øe¹enía) Na desku a èlovìka pùsobí pouze tíhová síla, její¾ vektor je rovnobì¾nýs osou rotae. V rovinì rotae nepùsobí ¾ádná vnìj¹í síla a platí proto zákonzahování momentu hybnosti vzhledem k ose otáèení. Tento zákon vyjádøímejednoduhou rovnií J0!0 = J1!1 ;kde !0 je poèáteèní úhlová ryhlost a !1 je výsledná úhlová ryhlost poté, oèlovìk pøipa¾il. Tak¾e dostávámef1 = !12� = J0J1 !02� = J0J1 f0 = 3;6 ot�s�1:b) Kinetiká energie rotaèního pohybu je J!2=2. Pomìr kinetiké energie popøipa¾ení a pøed ním je J1!21J0!20 = J0J1 = 3 :Kinetiká energie rotaèního pohybu se tedy zvý¹ila, vypoèítejme je¹tì, o kolik�E = 12 J1!21 � 12 J0!20 = J0!20 = 4�2J0f20 = 340J :) Kinetiká energie soustavy se zvìt¹í o prái vykonanou èlovìkem pøi pøiblí¾enízáva¾í k ose dostøedivou silou. Ta se koná na úkor jeho vnitøní energie.13



Také vás mù¾e napadnout, jaký moment síly zpùsobil roztoèení desky. Pøi-blí¾ením záva¾í ke støedu zmen¹ujeme jejih okam¾itou ryhlost. Pa¾e tedy nazáva¾í pùsobí kromì dostøedivé síly je¹tì silou namíøenou proti jejih okam¾itéryhlosti, kterou je brzdí. Podle prinipu ake a reake pùsobí záva¾í na pa¾ireakí namíøenou ve smìru jejih okam¾ité ryhlosti a tím zvìt¹ují úhlovouryhlost elé soustavy.Pøíklad 4 { malý velký problémHvìzdný koráb se skládá ze dvou kabin o hmotnosti M , mezi nimi¾ se nalézáspojnie délky 2l (koráb tedy vypadá jako na obr. 3). Koráb byl v relativnímklidu, kdy¾ náhle byla jedna z kabin zasa¾ena malým (hmotnost m � M)meteoritem, jeho¾ ryhlost byla u . Malý meteorit zùstal uvìznìný v kabinì.Po této fatální kolizi se loï zaèala pohybovat a také rotovat (úhlovou ryhlostrotae oznaème !).a) Jaká bude ryhlost korábu po srá¾e?b) Jaká je vzdálenost pøímky, po které se meteorit pohyboval, od nezasa¾enékabiny?
MM 2ldm u �Obr. 3Øe¹eníPøedpokládejme, ¾e ryhlost u meteoritu má smìr ke støedu jedné z kabin,jak je znázornìno na obrázku 3. Srá¾ku budeme popisovat v rovinì urèenévektorem u a spojnií støedù obou kabin. Tato rovina je výhodná, proto¾e sev ní bude odehrávat ve¹kerý pohyb. Tì¾i¹tì soustavy korábu a meteoritu je vestøedu spojnie obou kabin, nebo» dle zadání je hmotnost meteoritu malá. Úhelmezi vektorem ryhlosti u a spojnií kabin oznaèíme �.a) Jeliko¾ na soustavu korábu a meteoritu nepùsobí ¾ádné síly, platí i bìhemsrá¾ky zákon zahování hybnosti, a tedy 2Mv = mu, kde v je velikost ryh-losti tì¾i¹tì po nárazu. Tì¾i¹tì korábu se bude pohybovat pomalým posuvnýmpohybem, jeho¾ ryhlost bude mít smìr stejný jako u a velikost u �m=2M .14



b) Hledaná vzdálenost je d = 2l sin�. Po nárazu se zaène koráb kolem svéhotì¾i¹tì otáèet. Nyní musíme stanovit, jak výsledná úhlová ryhlost otáèení !souvisí s úhlem �. To urèíme ze zákona zahování momentu hybnosti vzhledemk ose proházejíí tì¾i¹tìm soustavy korábu a meteoritu, který platí, nebo» nasoustavu korábu a meteoritu nepùsobí ¾ádné vnìj¹í síly (tudí¾ ani momentysil).Moment hybnosti hvìzdného korábu pøed srá¾kou je nulový, letíího meteo-ritumul sin�. Po srá¾e je moment hybnosti meteoritu velmi malý (zanedbámeho) a hvìzdného korábu J!. Tedy podle zákona zahování momentu hybnostiplatí mul sin� = J! :Dále musíme vyjádøit moment setrvaènosti korábu J vzhledem k ose prohá-zejíí støedem spojnie kabin. Budeme-li kabiny pova¾ovat za malé vzhledemk déle spojnie, dostaneme J = 2Ml2 :Dosazením do pøedhozího vztahu obdr¾ímesin� = 2Ml!mu :Nyní ji¾ vypoèítáme vzdálenost pøímky, po které se pohyboval meteorit, a ne-zasa¾ené kabiny. d = 4Ml2!um :Mù¾e se vám zdát, ¾e pøi øe¹ení pøíkladu jsme mohli pou¾ít zákon zahováníenergie. Toto v¹ak nelze, proto¾e srá¾ka meteoritu s kabinou je slo¾itý proes.Dohází napøíklad k ¹íøení zvukovýh vln kabinou èi ohøevu materiálu kabiny.Vnitøní energie kabiny vzroste, její hodnotu v¹ak nedoká¾eme urèit.
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4 Zákon zahování energieJi¾ jsme si øekli v první kapitole, ¾e energie má mnoho forem. V tomto krátkémtextu se v¹emi podrobnì zabývat nebudeme, to by dalee pøesáhlo skromnýrozsah této publikae. Pøipomeneme si ty formy energie, které znáte ze ¹koly.Kinetiká energie souvisí s pohybovým stavem tìlesa, které má hmotnost ma ryhlost o velikosti v, urèíme jiEk = 12 mv2 :Tìleso, které se otáèí kolem dané osy úhlovou ryhlostí ! a má vzhledem k tétoose moment setrvaènosti J , má kinetikou energiiEk = 12 J!2 :V tíhovém poli v blízkosti povrhu Zemì má tìleso o hmotnosti m poteni-ální energii Ep = mgh ;kde h je vý¹ka nad nulovou hladinou poteniální energie a g = 9;81m�s�2 jevelikost tíhového zryhlení. Nulovou hladinu poteniální energie mù¾eme zvolitv libovolné vý¹e, tak jak nám to vyhovuje pøi øe¹ení problému. Napøíkladpokud nás zajímá pohyb kyvadla, zvolíme nulovou hladinu ve vý¹e nejni¾¹ípolohy kyvadla.Poslední energie, kterou zmíníme, je energie pru¾nosti. Pru¾ina, která mátuhost k a je z nezatí¾ené polohy stlaèena nebo prodlou¾ena o vzdálenost x,má poteniální energii pru¾nostiEpr = 12 kx2 :Konstantní síla pùsobíí na tìleso, která má pohybový úèinek, koná práiW = F � d = Fd os� ;kde d je posunutí zpùsobené silou, � je úhel mezi vektorem posunutí a vek-torem síly. To jinými slovy znamená, ¾e pùsobením síly se mìní energie tìlesao hodnotu W .Poslední vztah vyu¾íváme, kdy¾ se energie tìlesa mìní pùsobením disipa-tivníh sil, o¾ jsou síly, pøi kterýh klesá mehaniká energie tìlesa na úkorvnitøní energie soustavy. Disipativní síly pùsobí v¾dy proti smìru pohybu tì-lesa, konají tedy prái, která je záporná. Tyto síly poházejí od krátkodosahové16



interake atomù (síla tøení, odporová síla, apod.). K jejih vysvìtlení byhommuseli vyházet z mikroskopikýh detailù studovaného dìje, o¾ by bylo nato-lik slo¾ité, ¾e by to nevedlo k ¾ádnému výsledku. Pro tyto síly bì¾nì pou¾ívámeexperimentálnì zji¹tìné vztahy, které neberou v úvahu v¹ehny jemné efektya platí jen do jisté míry pøesnosti. Zmìna energie tìlesa je pak rovna prái,kterou síla vykonala.Naproti tomu tíhová síla èi síla pru¾nosti jsou síly konzervativní. Práe,kterou tyto síly vykonají pøi pohybu tìlesa mezi dvìma body, nezávisí na tra-jektorii tìlesa. Prái lze urèit pouze ze znalosti poèáteèní a konové polohy tì-lesa. Napøíklad práe, kterou vykoná tíhová síla, závisí jen na rozdílu poèáteènía konové vý¹ky tìlesa. Pro ka¾dou konzervativní sílu existuje poteniální ener-gie (tíhová síla { tíhová poteniální energie, síla pru¾nosti { poteniální energiepru¾nosti). Výpoèet práe konzervativní síly je tedy snadný, odpovídá rozdílupoteniální energie.Uvedené vztahy budeme potøebovat v následujííh úloháh, ve kterýhvyu¾ijeme zákon zahování energie.Pøíklad 5 { bedna na naklonìné rovinìDìlník tlaèí bednu o hmotnosti 25;0 kg vzhùru po naklonìné rovinì, která svíráúhel 25;0Æ s vodorovnou rovinou. Pùsobí na ni pøi tom silou o velikosti 209N,která je rovnobì¾ná s naklonìnou rovinou. Vypoètìte prái, kterou pøi posunutíbedny o 1;50m vykonají následujíí síly pùsobíí na bednu:a) síla, kterou pùsobí dìlník,b) tíhová síla,) normálová síla, ji¾ pùsobí naklonìná rovina na tìleso,d) tøeí síla, pokud je bedna na zaèátku i na koni pohybu v klidu.Øe¹eníHmotnost bedny oznaèíme m, velikost síly dìlníka F , posunutí bedny da úhel naklonìné roviny �.a) Dìlník pùsobí silou, která je rovnobì¾ná s posunutím bedny. Pro prái,kterou vykoná, proto platí W = Fd = 313J :b) Tíhová poteniální energie bedny roste pøi posunování bedny vzhùru ponaklonìné rovinì. Dìlník vytlaèí bednu do vý¹ky d sin�. Práe Wp, kterou vy-koná tíhová síla, je záporná a v absolutní hodnotì je rovna pøírùstku poteniální17



energie. Wp = ��Ep = �mgd sin� = �155J :Tento výsledek mù¾eme vypoèítat i jiným zpùsobem. Tíhová síla, která míøísvisle dolù, svírá se smìrem posunutí úhel � + 90Æ. Dosadíme do vztahu proprái a dostaneme Wp = mgd os (�+ 90Æ) = �mdg sin� :) Normálová síla pùsobí na bednu ve smìru kolmém na povrh naklonìnéroviny. Její smìr je kolmý na smìr pohybu bedny. Normálová síla tedy nemápohybový úèinek a nekoná ¾ádnou prái.d) Jeliko¾ byla bedna na zaèátku i na koni pohybu v klidu, je souèet praív¹eh sil roven nule. Pro prái Wt tøeí síly tedy platíWt = �W �Wp = �Fd+mgd sin� = �158J :Absolutní hodnota této práe je rovna zmìnì vnitøní energie naklonìné rovinya bedny.Pøíklad 6 { bungee-jumpingVyznavaè bungee-jumpingu se hystá skoèit z mostu vysokého H = 45;0m napru¾ném lanì dlouhém L = 25;0m, jeho¾ tuhost je k = 160N�m�1. Hmotnostskokana je m = 61;0 kg. Lano má skokan pøivázané ke kotníkùm, sledujemetrajektorii právì kotníkù. Vý¹ku skokana zanedbejte.a) Jaká bude vý¹ka skokana nad hladinou øeky v nejni¾¹ím bodì jeho tra-jektorie po seskoèení z mostu?b) Jaká síla pùsobí na skokana v nejni¾¹ím bodì?) V jaké vý¹e má skokan nejvìt¹í ryhlost? Urèete tuto ryhlost.Øe¹enía) Vyu¾ijeme zákon zahování energie, ztráty dané odporem vzduhu a napíná-ním pru¾iny zanedbáme. V nejni¾¹ím bodì trajektorie (ve vý¹e h nad hladinou)se skokan na hvíli zastaví, jeho kinetiká energie je zde nulová. Úbytek poten-iální energie skokana (hmotnost lana zanedbáme) se projeví nárùstem energiepru¾nosti lana. Tuto my¹lenku vyjádøíme následujíí rovniímg(H � h) = 12 k(H � h� L)2 :Skokan toti¾ vzduhem proletí svislou vzdálenost H � h a lano se protáhneo H � h � L vùèi své klidové déle L. Z této rovnie staèí vyjádøit h a máme18



první èást úlohy vyøe¹enou. Rovnie je v¹ak kvadratiká, a tak dostáváme dvìøe¹ení h = H � L� mgk �rmgk �2L+ mgk � :Jistì víme, ¾e se lano natáhlo, proto musí být h < H � L. Výraz pod odmo-ninou je vìt¹í ne¾ (mg=k)2, tak¾e fyzikálnì správné øe¹ení je se znaménkemminus. Nejni¾¹í vý¹ka skokana nad hladinou øeky vyhází h = 2;08m, právì,aby se nenamoèil.b) Na skokana pùsobí dvì síly { tíhová o velikosti mg a síla pru¾nosti o veli-kosti kx. Celková síla pùsobíí na skokana v nejni¾¹ím bodì míøí vzhùru (nebo»je skokan uryhlován smìrem nahoru) a má velikostF = k(H � h� L)�mg =pmg (2kL+mg) = 2 270N :Taková síla udìluje skokanovi v nejni¾ím bodì zryhlení a = F=m = 37;2m�s�2,o¾ je asi ètyønásobek tíhového zryhlení.) Do okam¾iku, ne¾ se zaène napínat lano, je skokan uryhlován tíhovou silou.Následnì zaèíná síla pru¾nosti lana rùst, skokan v¹ak neustále zryhluje, dokudse síla pru¾nosti nevyrovná tíhové síle (ve vý¹e h0)k(H � h0 � L) = mg :Po tomto okam¾iku síla pru¾nosti pøevládne a skokan zpomaluje. Nejvy¹¹í ryh-lost má tedy skokan ve vý¹eh0 = H � L� mgk = 16;3m :Ryhlost skokana v této vý¹e urèíme snadno ze zákona zahování energiemg(H � h0) = 12 mv2 + 12 k(H � h0 � L)2 ;odkud dostanemev =r2g(H � h0)� k(H � h0 � L)2m =r2gL+ mg2k = 23;0m�s�1 :
19



Pøíklad 7 { náraz na pru¾inuKostka o hmotnosti m = 2;5 kg narazila na jeden kone vodorovné pru¾inyzanedbatelné hmotnosti o tuhosti k = 320N�m�1 a zaèala ji stlaèovat. V oka-m¾iku, kdy pru¾ina kostku zastavila, byla pru¾ina stlaèena o d = 7;5 m. Sou-èinitel smykového tøení mezi kostkou a podlo¾kou je f = 0;25.a) Jakou prái vykonala pru¾ná síla pùsobíí na kostku bìhem brzdìní?b) K jak velké zmìnì mehaniké energie do¹lo vlivem pùsobení tøeíh sil?) Jaká byla velikost ryhlosti v kostky v okam¾iku nárazu na pru¾inu?Øe¹enía) Práe, kterou vykonala pru¾ná síla, je rovna úbytku poteniální energiepru¾nosti Wp = ��Ep = �12 kd2 = �0;90J :b) Zmìna mehaniké energie pùsobením tøeí síly je dána praí, kterou vyko-nala tøeí síla. Tøeí síla pùsobíí na kostku má velikost fmg, tak¾eWt = �fmgd = �0;46J :) Tìsnì pøed nárazem mìla kostka kinetikou energii mv2=2 a pru¾ina bylanestlaèená. Po nárazu se zaèala pru¾ina stlaèovat, naví kostka tøela o podlo¾ku,o¾ zpùsobilo pokles kinetiké energie kostky. Poèáteèní kinetiká energie jetedy rovna souètu poteniální energie pru¾iny a práe spotøebované tøeí silou.12 mv2 = 12 kd2 + fmgd :Z této rovnie vyjádøíme velikost ryhlosti kostky tìsnì pøed nárazemv =rkd2m + 2fgd = 1;0m�s�1 :Pøíklad 8 { vále a kvádr na naklonìné rovinìKvádr o hmotnosti m a vále o hmotnosti m0 a polomìru r le¾í na naklonìnérovinì. Obì tìlesa jsou spojena tuhou tyèkou a tømenem (viz obr. 4). Souèi-nitel smykového tøení mezi kvádrem a naklonìnou rovinou je f , mezi válema naklonìnou rovinou je dostateènì velký, aby doházelo k odvalování vále bezskluzu. Jaké bude zryhlení soustavy, pokud se dá soustava do pohybu?20



� m m0
Obr. 4Øe¹eníUva¾ujme pohyb soustavy po dráze d, na které soustava zryhlí z nulovéryhlosti na ryhlost o velikosti v a její vý¹ka klesne o d sin�. Pokles poteniálníenergie vále a kvádru je roven zmìnì kinetiké energie posuvného pohybuvále a kvádru, zmìnì kinetiké energie rotaèního pohybu vále a prái, kterouspotøebovala tøeí síla. Úhlová ryhlost rotae vále je za pøedpokladu, ¾e váleodvaluje bez skluzu, rovna ! = v=r. Zákon zahování energie tedy vystihujerovnie (m+m0)gd sin� = 12 (m+m0)v2 + 12 J �vr�2 +mgdf os� ;kde J jsme oznaèili moment setrvaènosti vále vzhledem k jeho ose. Ze vztahùpro rovnomìrnì zryhlený pohyb dostaneme a = v2=2d. Z poslední rovnie tedyobdr¾íme výsledek a = (m+m0)g sin�� fmg os�m+m0 + J=r2 :Pøíklad 9 { paradox letadelDvì letadla letí vedle sebe stejnou ryhlostí v = 200m�s�1. Náhle jedno vystøelíz kanonu støelu o hmotnosti m = 2kg ryhlostí u = 250m�s�1 (mìøeno z dru-hého letadla). Ve vzta¾né soustavì spojené s druhým letadlem získala støelapøi výstøelu kinetikou energii 12mu2 = 62;5kJ. Podle pozorovatele na zemi seryhlost støely pøi výstøelu zvìt¹ila z v na v+u a její kinetiká energie vzrostlaz 12mv2 = 40kJ na 12m(v+u)2 = 202;5kJ, tedy o 162;5kJ. Práe vykonaná ka-nonem pøi výstøelu v¹ak musí být v obou vzta¾nýh soustaváh stejná. Urèetejejí velikost a vysvìtlete rozdíl mezi pøírùstkem kinetiké energie støely v obouvzta¾nýh soustaváh.Øe¹eníHodnota energie sie závisí na volbì vzta¾né soustavy, platnost zákona za-hování energie a hybnosti v¹ak nikoli. Po výstøelu se ryhlost prvního leta-21



dla zmìní a tím tedy i jeho kinetiká energie. Zmìna kinetiké energie støelya zmìna kinetiké energie letadla je podle pozorovatele v letadle a na zemirùzná, ale souèet zmìn je v obou soustaváh stejný a je roven vnitøní práikanonu.Letadlo má hmotnost M = 50 t. Vyøe¹me problém nejdøíve ze soustavyspojené s druhým letadlem. Letadlo má pøed výstøelem nulovou hybnost, povýstøelu je podle zákona zahování hybnosti souèet hybnosti letadla a støelyroven nule, tedy0 = �Mv0 +mu ) v0 = mM u = 0;01m�s�1 ;kde v0 je velikost ryhlosti letadla po výstøelu. Souèet zmìny kinetiké energiestøely a letadla jeW = 12 mu2 + 12 Mv02 = 12 �1 + mM �mu2 :Pozorovatel na zemi zjistí, ¾e ryhlost støely se zvìt¹ila z v na v + u a ¾eryhlost letadla klesla z v na v � v0. Zmìna kinetiké energie støely je�Estøela = 12 m(v + u)2 � 12 mv2 = 12 mu2 +mvua zmìna kinetiké energie letadla je�Eletadlo = 12M(v � v0)2 � 12 Mv2 = 12 Mv02 �Mvv0 :Souèet obou zmìn je (za v0 dosadíme ze zákona zahování hybnosti)W 0 = 12 mu2 +mvu+ 12Mv02 �Mvv0 = 12 �1 + mM �mu2 := 62;5kJ :Vnitøní práe kanonu je vskutku v obou vzta¾nýh soustaváh stejná, zdánlivýrozpor byl zpùsoben neuvá¾ením (aè malé) zmìny ryhlosti letadla.
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5 Srá¾kyV této poslední kapitole budeme studovat problémy, kde hrají hlavní roli srá¾ky5tìles. Srá¾ka je krátkodobý dìj, pøi nìm¾ na sebe tìlesa vzájemnì pùsobí po-mìrnì znaènými silami. Jeliko¾ je srá¾ka okam¾itý dìj, platí zákon zahováníhybnosti soustavy v¹eh tìles, které se úèastní srá¾ky, ve v¹eh smìreh.Náhodnì se pohybujíí atomy tìlesa mají nenulovou elkovou kinetikouenergii (tj. vnitøní energii), i kdy¾ je tìleso v klidu. Jeliko¾ sèítáme kinetikéenergie atomù 12mv2, kde ryhlost vystupuje ve druhé moninì, zále¾í na veli-kosti ryhlosti, nikoli na jejím smìru. Ka¾dý atommá nìjakou ryhlost, proto poseètení energií v¹eh atomù dostaneme hodnotu vnitøní energie vìt¹í ne¾ nula.Ka¾dý atom má také hybnost mv , a kdy¾ seèteme takovéto pøíspìvky k hyb-nosti v¹eh atomù v tìlese, mù¾eme rovnì¾ dostat nenulový vektor. To v¹akznamená, ¾e se atomy pohybují jedním smìrem èastìji, a toho si nelze nev¹im-nout, nebo» elé tìleso se bude pohybovat. Pou¾ití zákona zahování hybnostije tedy snadné, neb elková hybnost tìlesa je rovna souèinu jeho hmotnostia ryhlosti tì¾i¹tì. Nenulovou hybnost mají právì ta tìlesa, která se pohybují.Zákon zahování energie je ov¹em komplikovanìj¹í. Èást kinetiké energietìlesa se mù¾e sní¾it na úkor vzrùstu vnitøní kinetiké energie atomù. Zákon za-hování energie samozøejmì platí v¾dy, jenom je obtí¾né sledovat pohyb v¹ehatomù a kvalitativnì to popsat. Z toho dùvodu rozli¹ujeme pru¾né srá¾ky, bì-hem kterýh se zahovává elková mehaniká (tj. kinetiká a poteniální) ener-gie tìles úèastnííh se srá¾ky, a nepru¾né srá¾ky, kde zákon zahování meha-niké energie neplatí (tìlesa se pøi srá¾e zahøejí apod.). Speiálním pøípademnepru¾né srá¾ky je dokonale nepru¾ná srá¾ka, pøi které se tìlesa po srá¾e spojí(napøíklad plastelína, která dopadne na zem).Pøíklad 10 { pru¾ná srá¾kaNa vodorovné vzduhové dráze se mohou volnì pohybovat dva vozíky. Jedenz nih je na poèátku v klidu a druhý do nìho narazí. Dojde k pru¾né srá¾e, poní¾ se oba vozíky rozjedou na opaèné strany ryhlostmi stejné velikosti. Jakýje pomìr jejih hmotností?Øe¹eníVzhledem k tomu, ¾e se vozíky pohybují po vzduhové dráze, zanedbejmeodpor proti jejih pohybu. Po elou dobu tedy platí zákon zahování hybnostii mehaniké energie, nebo» se jedná o pru¾nou srá¾ku.5Pøesnìji øeèeno rázy, ale budeme pou¾ívat v¾ité slovo srá¾ky.23



Hmotnost prvního vozíku, který je v klidu, oznaème m1, hmotnost dru-hého oznaème m2 a velikost jeho ryhlosti v2. Po srá¾e budou mít oba vozíkyopaènou ryhlost o velikosti v. Zákon zahování hybnosti vyjadøuje rovniem2v2 = m1v �m2va zákon zahování energie12 m2v22 = 12 m1v2 + 12 m2v2 :Z první rovnie vyjádøíme v2 = (� � 1)v, kde symbolem � jsme oznaèili po-mìr hmotností � = m1=m2, a dosadíme do rovnie druhé. Rovnii pokrátímekvadrátem ryhlosti v2, dostaneme12 m2(�� 1)2 = 12 m1 + 12 m2 ) (�� 1)2 = �+ 1 :Z této ji¾ snadno vyjádøíme hledaný pomìr � = 0 nebo � = 3. První mo¾nostzøejmì nemá smysl, výsledek tedy je m1 = 3m2.Pøíklad 11 { balistiké kyvadloRyhlost kulky vystøelené z pu¹ky se døíve mìøila pomoí balistikého kyvadla.Støela o známé hmotnosti m a neznámé ryhlosti v vletí do døevìné bednièkys pískem o hmotnostiM zavì¹ené na vláknì délky L a uvázne v ní. Bednièka setím uvede do pohybu a zaènì se kývat. Zmìøením amplitudy úhlové výhylky Amù¾eme urèit ryhlost kulky. Najdìte potøebný vztah.A LLMmv Obr. 5Øe¹eníBìhem dìje, kdy støela uvázne v bednièe s pískem, se zahovává elkováhybnost soustavy støela a bednièka. Støela se toti¾ pohybuje vodorovnì. Me-haniká energie soustavy se v¹ak nezahovává, proto¾e se jedná o (dokonale)24



nepru¾nou srá¾ku. Ryhlost bednièky se støelou V tedy urèíme ze zákona za-hování hybnosti mv = (m+M)V ) V = mm+M v :Zanedbali jsme hmotnost vlákna, na kterém visí bednièka.Dále se bude tì¾i¹tì bednièky pohybovat po kru¾nii se støedem v bodìzávìsu vlákna. Zanedbáme-li odpor vzduhu, bude se zahovávat mehanikáenergie bednièky s kulkou. Nulovou hladinu poteniální energie zvolíme v nej-ni¾¹ím bodì trajektorie tì¾i¹tì bednièky. V tomto bodì má tedy bednièkamehanikou energii 12 (m + M)V 2. V nejvy¹¹ím bodì trajektorie, kdy úhelvýhylky bednièky z rovnová¾né polohy odpovídá amplitudì A, má bednièkanulovou kinetikou energii. (Bednièka se zastaví a zaène se pohybovat zpìt.)Podle obrázku 5 zjistíme, ¾e vý¹ka tì¾i¹tì bednièky vzroste o L(1� osA). Po-teniální energie v nejvy¹¹ím bodì tedy je (m+M)gL(1� osA). Vztah meziamplitudou A a poèáteèní ryhlostí V bednièky dává zákon zahování energie12 (m+M)V 2 = (m+M)gL(1� osA) :Dosadíme za ryhlost V12 m2m+M v2 = (m+M)gL(1� osA)a pro velikost ryhlosti kulky dostávámev = m+Mm p2gL(1� osA) :Pøíklad 12 { kotouèe na stoleNa vzduhovém stole dojde ke srá¾e dvou stejnýh plohýh kotouèù o hmot-nosti m a polomìru r. Na zaèátku byl jeden kotouè v klidu a druhý do nìjnarazil ryhlostí v1. Souèinitel tøení mezi kotouèemi je f . Jaký úhel budou sví-rat trajektorie kotouèù po srá¾e? Valivý odpor zanedbejte, srá¾kou kotouèùpova¾uje za pru¾nou.Øe¹eníSouøadniovou soustavu zavedeme podle obrázku 6 (osa x má smìr spojniestøedù kotouèù, poèátek soustavy je v místì dotyku kotouèù). Velièiny pøíslu¹nénará¾ejíímu kotouèi budeme znaèit indexem 1, velièiny pøíslu¹né kotouèi, kterýbyl v klidu, oznaèíme indexem 2. Velièiny po srá¾e opatøíme èárkou. Úhel mezivektorem ryhlosti v1 a osou x oznaèíme �.25



y x
v1v 01 v 02��0 Obr. 6Bìhem srá¾ky se zahovává hybnost, moment hybnosti i energie soustavydvou kotouèù. Budeme studovat zvlá¹» pohyb ve smìru osy x a osy y. Je tovýhodné, nebo» vektory normálové síly a tøeí síly, které pùsobí na kotouèebìhem srá¾ky, mají smìr osy x a osy y.Ve smìru osy x dojde k pru¾né srá¾e kotouèù, platí tedy zákon zahováníhybnosti i mehaniké energiemv1x = mv01x +mv02x ; 12 mv1x = 12 mv021x + 12 mv022x :Z tìhto dvou rovni najdeme x-ové souøadnie ryhlostí obou kotouèù posrá¾e v01x = 0 ; v02x = v1x :Vypoèítáme je¹tì souøadnii normálové síly, která pùsobila na první kotouè.Podle druhého Newtonova zákona pí¹emeN = m�v1x�t = m(v01x � v1x)�t ;kde �t je doba trvání srá¾ky.Zabývejme se nyní pohybem kotouèù ve smìru osy y. Bìhem srá¾ky pùsobína kotouèe tøeí síla, která zmìní nejen jejih ryhlosti, ale také je roztoèí.Zaèneme nejjednodu¹¹í rovnií { zákonem zahování hybnostimv1y = mv01y +mv02y :Zákon zahování momentu hybnosti vyjádøíme vzhledem k ose proházejííbodem dotyku kotouèù. Pùsobi¹tì v¹eh sil je toti¾ právì v tomto bodì, momenthybnosti ka¾dého kotouèe se bude vzhledem k této vybrané ose zahovávat�mv1yr = �mv01yr + J!1 ; 0 = mv02yr + J!2 :26



kde ! je úhlová ryhlost rotae kotouèù po srá¾e a J je jejih moment setrvaè-nosti vzhledem k ose rotae (pro vále J = mr2=2). Pokud se povrhy kotouèùvùèi sobì pohybují, pùsobí na první kotouè tøeí síla, která má souøadnii fN .Tìsnì pøed srá¾kou je teèná ryhlost povrhu první koule vzhledem k povrhudruhé koule v1y , tìsnì po srá¾e v01y � v02y + !1r + !2r. Tøeí síla tedy vykonáprái Wt = 12 fN(v1y + v01y � v02y + !1r + !2r)�t == 12 fm(v01x � v1x)(v1y + v01y � v02y + !1r + !2r) :Zbývá napsat zákon zahování energie. Zmìna kinetiké energie je rovna práivykonané tøeí silou12 mv21y +Wt = 12 mv021y + 12 mv022y + 12 J!21 + 12 J!22 :Øe¹ením uvedenýh rovni dostaneme dvì øe¹ení pro y-ové souøadnie ryh-lostí obou kotouèù po srá¾e. Fyzikálnì správné vybereme podmínkou, ¾e vzá-jemná teèná ryhlost povrhù kotouèù musí být po srá¾e vìt¹í ne¾ nula (jinakby nebyl splnìn pøedpoklad o velikosti tøeí síly).v01y = v1y � fv1x ; v02y = fv1x pro tg� � 6f .Pro tg� < 6f øe¹ení neexistuje. Pro takové úhly se toti¾ bìhem srá¾ky stihnouteèné ryhlosti povrhù kotouèù vyrovnat. Jistý èasový úsek srá¾ky tedy ji¾nedohází ke smýkání povrhù po sobì, ale k odvalování bez prokluzu, kdytøeí síla nekoná prái. Zákon zahování energie nahradíme rovniív01y � v02y + !1r + !2r = 0 :Øe¹ením bude v01y = 56 v1y ; v02y = 16 v1y pro tg� < 6f .První kotouè se bude po srá¾e pohybovat ve smìru osy y. Úhel mezi tra-jektoriemi po srá¾e je roven úhlu mezi vektory ryhlosti kotouèù po srá¾e, tj.vztahem tg�0 = v02xv02y = v1xfv1x = 1f pro tg� � 6f ,tg�0 = v02xv02y = 6v1xv1y = 6tg� pro 0 < tg� < 6f .27



Pokud rotai tìles neuva¾ujeme èi je koe�ient tøení f roven nule, je výsledekjednoduhý �0 = 90Æ. Pro � = 0Æ zùstane první koule stát, v 02 = v1.Pøíklad 13 { zdolání kopeèkuVozíèek o hmotnosti m jede ryhlostí v po rovinì, na ní¾ le¾í døevìný þkopeèekÿo hmotnosti M a vý¹e h, jen¾ po rovinì klou¾e bez tøení (viz obr. 7). Vozíèekna kopeèek najede. Valivý odpor vozíèku zanedbejte.a) Za jakýh podmínek se mu podaøí pøejet pøes vrhol?b) Jakou ryhlostí se bude kopeèek nakone pohybovat?Mm Obr. 7Øe¹eníJeliko¾ není nijak spei�kováno, jak vypadá kopeèek, je zøejmé, ¾e zkoumattuto úlohu pomoí úèinkù sil by asi nikam nevedlo nebo by to bylo zbyteènìkomplikované. Úlohu budeme zkoumat z hlediska energie a hybnosti. Pro plat-nost zákona zahování mehaniké energie nebudeme uva¾ovat ¾ádné odporovésíly, o¾ je v souladu se zadáním. Dále je tøeba, aby se vozíèek bìhem své estynevznesl nad povrh kopeèku.Vzta¾nou soustavu volíme pevnì spojenou s podlo¾kou, kladný smìr ryh-losti volíme tak, ¾e vozíèek má na poèátku kladnou ryhlost.a) Pro stanovení velikosti kritiké poèáteèní ryhlosti vk vozíèku (minimálnípoèáteèní ryhlosti takové, aby vozíèek kopeèek pøejel) budeme pøedpokládat,¾e kopeèek má jediný vrholek, a tedy po zdolání tohoto vrholku je ji¾ jisté,¾e vozíèek kopeèek pøejede. Jeliko¾ kopeèek volnì klou¾e po podlo¾e, budemít vozíèek pøi pøekonávání vrholku v mezním pøípadì stejnou ryhlost jakokopeèek, tuto spoleènou ryhlost si oznaèíme Vk. Díky pøedpokladùm platízákon zahování mehaniké energie a zákon zahování hybnosti12 mv2k = 12 (m+M)V 2k +mgh ;mvk = (m+M)Vk :Vylouèením Vk dostaneme v2k = m+MM gh ;28



èím¾ jsme získali kritikou velikost poèáteèní ryhlosti vozíèku pro dostání sena vrholek.b) Nyní pojïme zkoumat, jakou ryhlostí se bude kopeèek pohybovat poté,o z nìj vozíèek sjede. Opìt vyu¾ijeme zákon zahování mehaniké energiea zákon zahování hybnosti, tedy12 mv2 = 12 mw2 + 12MV 2 ;mv = mw +MV ;kde w je ryhlost vozíèku po opu¹tìní kopeèku a V je koneèná ryhlost kopeèku.Po vylouèení w získáme rovniiMm V �m+Mm V � 2v� = 0 ;která má dvì øe¹ení pro VV1 = 0 ; V2 = 2mm+M v :Jak uká¾eme dál, první øe¹ení odpovídá situai, kdy vozíèek kopeèek pøekonáa dál pokraèuje stejnou ryhlostí jako na poèátku, a druhé øe¹ení odpovídásituai, kdy vozíèek kopeèek nepøekoná.Pokud tedy budeme uva¾ovat ryhlost kopeèku V2 a vyjádøíme si ryhlostvozíèku w, získáme w = m�Mm v ;ekvivalentními úpravami vztahù pro w a V2 lze snadno dokázat, ¾e V2 > w, o¾vzhledem k povaze úlohy znamená, ¾e kopeèek je þpøedÿ vozíèkem a stále semu vzdaluje, neboli ¾e vozíèek kopeèek nepøekonal.Vozíèek tedy musí jet alespoò ryhlostí vk, a pokud pøekoná kopeèek, takkopeèek nakone zùstane stát v klidu, ale bude posunut oproti své pùvodnípoloze.
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6 Úlohy1. Odraz koule od stìnyKuleèníková koule narazila do okraje kuleèníkového stolu. Pøi srá¾e zmìnilaslo¾ka hybnosti kolmá na okraj stolu znaménko. Urèete úhel # odrazu koule,je-li úhel dopadu 30Æ. Rotai neuva¾ujte.p 30Æ #Obr. 8: K úloze 12. Bì¾e na plo¹inovém vozePlo¹inový ¾eleznièní vùz o hmotnosti M se mù¾e pohybovat bez valivéhoodporu po pøímé vodorovné trati. Na voze stojí èlovìk o hmotnosti m.Soustava se pohybuje ryhlostí o velikosti v0. Jak se zmìní ryhlost vozu,pobì¾í-li èlovìk ryhlostí velikosti vrel vzhledem k vozua) opaèným smìrem ne¾ se pohybuje vùz?b) stejným smìrem jako se pohybuje vùz?3. Dívka na kolotoèiDìvèe o hmotnosti m stojí na obvodu kolotoèe o polomìru R a momentusetrvaènosti J . Kolotoè se mù¾e otáèet bez tøení kolem svislé osy, na poèátkuje v¹ak v klidu. Dívka odhodí kámen o hmotnosti m0 ryhlostí o velikosti vteèným smìrem k obvodu kolotoèe.a) Jaká bude úhlová ryhlost kolotoèe?b) Vypoèítejte obvodovou ryhlost dìvèete na kolotoèi.4. Globální oteplováníVìt¹ina vìdù vìøí, ¾e pùsobením lidskou èinností produkovanýh sklení-kovýh plynù a aerosolù dohází ke zvy¹ování prùmìrné teploty na Zemia odtávání ledu v polárníh oblasteh. Kdyby se ve¹kerý led z polárníhèepièek rozpustil a voda se vrátila do svìtovýh oeánù, zvedla by se jejihhladina asi o 30m.a) Jaký vliv by mìla tato zmìna na rotai Zemì?30



b) Odhadnìte, jak by se zmìnila délka dne.5. MeteoritDne 10. srpna 1972 proletìl atmosférou nad výhodním územím USA a Ka-nady velký meteorit. Odrá¾el se od horní vrstvy atmosféry, ohnivá koulebyla na obloze tak jasná, ¾e byla vidìt i ve dne. Hmotnost meteoritu bylaasi 4 � 106 kg, velikost jeho ryhlosti zhruba 15 km=s. Vypoètìte pokles ener-gie meteoritu, kdyby meteorit vstoupil do atmosféry vysoké 500 km ve svis-lém smìru a zabrzdil se kolmým dopadem na povrh Zemì. Vyjádøete tutoenergii pomoí energie uvolnìné pøi výbuhu nukleární bomby svr¾ené naHiro¹imu, která byla 5;4 � 1013 J.6. Záhrana astronautaHelikoptéra zvedala 72 kg astronauta na lanì z hladiny oeánu do vý¹ky 15mse zryhlením g=10. Urèete prái, kterou pøi tom vykonaly síly pùsobíí naastronauta. Jakou ryhlost astronaut získal?7. Kostka na naklonìné rovinìKostku o hmotnosti 12 kg polo¾íme na naklonìnou rovinu o sklonu 30Æa uvolníme ji s nulovu poèáteèní ryhlostí. Na naklonìné rovinì je pøipev-nìna pru¾ina, její¾ tuhost je 13;5kN�m�1. Kostka narazí na pru¾inu a stla-èuje ji a¾ do okam¾iku, kdy je její ryhlost nulová a pru¾ina je stlaèenáo 5;5 m. Souèinitel smykového tøení mezi kostkou a naklonìnou rovinouje 0;4.a) Jakou dráhu urazila kostka na naklonìné rovinì od okam¾iku vypu¹tìnído okam¾iku maximálního stlaèení pru¾iny?b) S jakou ryhlostí narazila do pru¾iny?8. Ryhlost støelyStøela o hmotnosti 0;55kg je vystøelena s poèáteèní ryhlostí 150m�s�1. Nej-vy¹¹í bod, kterého støela dosáhne, le¾í ve vý¹e 140m nad ústím hlavnì.a) Jaká je vodorovná slo¾ka ryhlosti støely?b) Pod jakým úhlem je støela vystøelena?Odpor vzduhu neuva¾ujte.9. Galileovo kyvadloDélka vlákna kyvadla je L = 120m. Ve vzdálenosti d = 75;0 m pod zá-vìsem kyvadla je umístìn pevný kolík. Kulièku kyvadla zvedneme tak, abyvlákno bylo vodorovnì napnuté, a potom ji upustíme.31



a) Jaká je ryhlost kulièky v nejni¾¹ím bodì trajektorie?b) Jaká je ryhlost kulièky v nejvy¹¹ím bodì po té, o se vlákno zahytío kolík, za pøedpokladu, ¾e vlákno zùstalo po elou dobu napnuté?) Formulujte podmínku mezi d a L, aby kulièka obìhla pevný kolík a vláknobylo po elou dobu napnuté.10. Výstøel do zdiStøela o hmotnosti 30g letíí vodorovnou ryhlostí o velikosti 500m�s�1 sezaryla 12 m hluboko do stìny.a) Jak se zmìnila její mehaniká energie?b) Jaká byla velikost prùmìrné brzdíí síly?11. Ly¾aø na svahuVý¹ky dvou zasnì¾enýh protilehlýh kopù nad údolím jsou 850m a 750m.Ly¾aø sjede z vy¹¹ího z nih, zamíøí do protisvahu a vyjede na ni¾¹í vrholek.Prùmìrný sklon obou svahù je 30Æ. Jaký musí být souèinitel smykového tøenímezi ly¾í a snìhem, aby se ly¾aø na ni¾¹ím vrholku zastavil?12. Rùzné kotouèe *Vyøe¹te znovu pøíklad 12 (kotouèe na stole), tentokrát pro rùzné hmotnostikotouèù m1 6= m2.Øe¹te dal¹í úlohy z pøehozíh studijníh textù [7℄ a [8℄ tentokrát pomoízákonù zahování.
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Výsledky úloh1. Pøi srá¾e pùsobí na kouli normálová slo¾ka stìny, která je kolmá na okrajstìny. Slo¾ka hybnosti, která je vodorovná s okrajem stolu, se zahovává.Z toho okam¾itì plyne, ¾e úhel dopadu se rovná úhlu odrazu # = 30Æ.2. Vodorovná slo¾ka hybnosti soustavy vozu a èlovìka se zahovává. Velikostryhlosti vozu budea) v0 = v0 + mm+M vrel :b) v0 = v0 � mm+M vrel :3. Celkový moment hybnosti kolotoèe, dívky a kamene se zahovává, i po od-hození kamene zùstane nulový, nebo» v rovinì rotae nepùsobí ¾ádné síly.Moment hybnosti kamene známe m0vR, z toho snadno urèíme momentyhybnosti kolotoèe a dívky a tedy také úhlovou ryhlost kolotoèe.a) ! = m0vRmR2 + J :b) vdívka = !R = m0vR2mR2 + J = vm=m0 + J=m0R2 :4. Na Zemi pùsobí pouze gravitaèní síla Slune, která má v¹ak nulový momentvzhledem k ose rotae Zemì. Moment hybnosti rotae Zemì se zahovává.a) Hmota Zemì se rozlo¾í dále od osy otáèení a tak vzroste její momentsetrvaènosti. Úhlová ryhlost Zemì se tedy musí sní¾it.b) Délka dne by se prodlou¾ila øádovì o sekundu.5. Pokles poteniální energie meteoritu je�Ep = � mMR � � mMR+ h = 1;8 � 1013 J ;kde M = 5;97 � 1024 kg je hmotnost Zemì, R = 6378km je polomìr Zemì,h = 500km je vý¹ka atmosféry, � je gravitaèní konstanta a m je hmotnostmeteoritu.Pokles kinetiké energie je�Ek = 12 mv2 = 4;5 � 1014 J :33



Celkový pokles energie meteoritu je 4;7 � 1017 J, o¾ odpovídá energii asidevíti nukleárníh bomb svr¾enýh na Hiro¹imu.6. Lano pùsobí na astronauta silou mg=10+mg po dráze s = 15m. Vykonanápráe je W = 1110 mgs = 12kJ :Poteniální energie astronauta vzroste�Ep = �Wp = mgs = 11kJ :Práe tíhové síly Wp je záporná, proto¾e tíhová síla pùsobí proti smìrupohybu astronauta. Souèet obou praí je roven kinetiké energii astronauta,z toho zjistíme jeho ryhlostv =r15 gs = 5;4m�s�1 :7. Hmotnost kostky oznaèíme m, úhel naklonìné roviny �, tuhost pru¾iny k,stlaèení pru¾iny y a souèinitel smykového tøení f . Vyu¾ijeme zákon zaho-vání energie.a) Kostka urazí dráhud = ky22mg(sin�� f os�) = 1;1m :b) Kostka narazila na pru¾inu ryhlostí o velikostiv =r km y2 + 2gyf os� = 1;9m�s�1 :8. Velikost poèáteèní ryhlosti støely oznaème v0 a vý¹ku, které støela do-sáhne, h.a) Kinetiká energie støely tìsnì po výstøelu je rovna souètu poteniálnía kinetiké energie støely v nevy¹¹ím bodì. Z této rovnie urèíme ki-netikou energii støely v nevy¹¹ím bodì a tedy její vodorovnou slo¾kuryhlosti vx, proto¾e v nejvy¹¹ím bodì se støela pohybuje vodorovnì.vx =qv20 � 2gh = 140m�s�1 :34



b) Hledaný úhel je roven � = aros (vx=v0)os� =s1� 2ghv20 ) � = 20Æ :9. Vyu¾ijeme zákon zahování energie.a) Ryhlost kulièky v nejni¾¹ím bodì jev =p2gL = 4;85m�s�1 :b) Po zahyení vlákna o kolík dosáhne kulièka maximální vý¹ky 2(L� d)nad nejni¾¹ím bodem.v =p2g(2d� L) = 2;43m�s�1 :Aby bylo vlákno napnuté, musí platit L < 2d.) Pøi prolétnutí kulièky nejvy¹¹ím bodem zùstane vlákno stále napnuté,pokud dostøedivé zryhlení kulièky je vìt¹í ne¾ tíhové zryhlení v >pg(L� d). Z této podmínky dostanemed < L < 53 d :10. Hmotnost støely oznaème m, velikost ryhlosti v.a) Zmìna mehaniké energie odpovídá zmìnì kinetiké energie�Ek = �12 mv2 = �3;8 kJ :b) Zmìna kinetiké energie se rovná prái vykonané brzdíí silou, kterápùsobila na dráze d. F = mv22d = 31kN :11. Pokles poteniální energie ly¾aøe se rovná prái spotøebované tøeí sílou.Oznaèíme-li vý¹ky kopù h1 > h2 a sklon svahu �, dostanemef = h1 � h2h1 + h2 tg� = 0;036 :12. Úhel mezi trajektoriemi kotouèù pro m1 6= m2 budetg�0 = (m1 +m2)(tg �� f)m1 �m2 + f(m1 +m2) tg�� 2f2m2 pro tg� � 6f ,tg�0 = 15(m1 +m2)18(m1 �m2) + (3m1 + 2m2) tg2 � tg� pro tg� < 6f .35
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