FUNKCE VE FYZICE

Studijni text pro fesitele FO a ostatni zajemce o fyziku

Miroslava Jaresovd — Ivo Volf

Obsah
Elementarni funkce na CD ROMu

1 Zakladni pojmy
1.1 Pojem funkce . . . . ... ...
1.2 Graffunkce . . . . ... ..o

2 Ulohy z kinematiky
Priklad 1 — cestujiciavlak. . . . ... ... ... ... ...
Cvidenil . . . . . . .. . e
Cvifeni 2 . . . . . . ..
Priklad 2 — nerovnomérny pohyb . . . . . . ... ... ...
Piiklad 3 — pohyb v tihovém poli Zemeé . . . ... .. ... ..
Cvideni 3 . . . . . . . e

3 Ulohy na kmitavé pohyby
Piiklad 4 — zédkladni grafy kmitavych pohyba . . . ... .. ..
Priklad 5 — uréovani idaji z grafu . . . . . ... ...
Priklad 6 — okamzita rychlost a zrychleni . . . . .. ... ...
Priklad 7 — mechanicky oscilator . . . . .. ... .. ... .
Cvienid . . . . . . ..
Cvieni b . . . . . . .
Priklad 8 — miska s plastelinou . . . ... .. ... ... ... ..
CviCeni 6 . . . . . . . . .

4 Limity
4.1 Limita posloupnosti . . . . .. ... ... ... ... ...
Priklad 9 — moment setrvac¢nosti kruhové desky . . . . . . . ..
4.2 Limita funkce . . . . . . . . ... oo
Piiklad 10 — pohyb kulicky ve vodé . . . . . . . .. ... ...

ResSeni cvideni

Literatura



Elementarni funkce na CD ROMu

Mezi zakladni elementarni funkce fadime funkce mocninné, exponencialni,
logaritmické, goniometrické a cyklometrické.

Elementarni funkce je pak kazd4 funkce, kterd bud pat¥i mezi zédkladni
elementarni funkce, anebo je z nich vytvofena pomoci kone¢ného poctu zaklad-
nich algebraickych operaci nebo tvorenim sloZenych funkci.

Elementarni funkce je mozné rozclenit podle nasledujictho schématu:

e Algebraické

— Racionélni

* Polynomické
* Linearni lomené

— Iracionalni
e Transcendentni

— Exponencialni
— Logaritmické
— Goniometrické

— Cyklometrické

Takové schéma naleznete také na tivodni strance ptilozeného CD ROMu a
je dale rozvedeno. CD ROM je soucasti tohoto studijniho textu a bude vam
napomahat ke zopakovani vasich poznatka z matematiky, rozsifeni vasich dosa-
vadnich znalosti z matematiky, ukadze vam také uziti funkci ve fyzice a umozni
vam modelovat nékteré vybrané funkce v matematice a také modelovat fadu
fyzikalni problémi. Zkratka nasi snahou je, aby se CD ROM stal vasim nepo-
stradatelnym pomocnikem nejen ted — ve 2. ro¢niku, ale i pozdé&ji az si dale
rozsifite své obzory o dalsi poznatky. CD ROM je soucasti tohoto studijniho
textu — ten uz obsahuje o néco naro¢néjsi ulohy nez najdete na CD ROMu,
abyste mohli své znalosti a dovednosti ziskané studiem pomoci CD ROMu dale
roz§itit pri své nasledné dalsi praci se studijnim textem.

CD ROM se spousti pomoci tzv. AutoRUNu - tj. dojde k jeho spusténi po
vlozeni do CD mechaniky. Pokud bychom chtéli CD po predchozim uzavieni
znovu spustit, ¢inime tak pomoci dvojkliku na ikonu znazornujici CD v okné
Tento pocitac.

CD ROM také obsahuje instala¢ni soubory k instalaci prohlize¢t PS a PDF
soubori - tyto je vhodné si nainstalovat na pocita¢. Na CD ROMu jsou totiz



umistény nékteré studijni texty v téchto dvou forméatech — slouzi k doplnéni
daného tématického celku.

K vlastni praci s CD ROMem je nutné mit na pocitac¢i nainstalovany pro-
hlize¢ Internet Explorer.

Pfi studiu funkeci pomoci jiz popisovaného studijniho textu s CD ROMem
je vhodné si pred vlastnim studiem textu zopakovat prislusné ¢asti pomoci CD
ROMu — jsou zde shrnuty zakladni matematické poznatky k danému tématic-
kému celku. Studijni text je zaméren pfedevsim na procvi¢ovani tvorby grafa
funkci k tématickym celkim pohyby téles v homogennim tihovém poli Zemé
a kmitavé pohyby — fada tloh pouzitych v tomto studijnim textu jsou rtizné
upravené ulohy z riznych ro¢niktit FO za tcelem co nejefektivnéjsi prace pri
vytvareni grafii popisujicich dany problém.

Ovsem vlastni CD ROM toho obsahuje podstatné vice — kromé vyse uve-
deného jsou zde zpracovany i dal$i pojmy: anamorféza grafu, posloupnosti,
limita funkce. Vse sleduje jesté dalsi cil: pfipravit vas na to, abyste v budoucnu
mohli 1épe zvladnout dalsi studijni texty zaméfené na uziti diferencialniho a
integralniho poctu ve fyzice.

P1i vlastnim studiu tloh ze studijniho textu doporucujeme si nejprve sa-
mostatné sestrojit grafy funkci u fesenych tloh a pak teprve zacit fesit tomu
odpovidajici cviceni. Vétsinu sestrojenych graft je také mozno modelovat po-
moci programt na CD ROMu.

Pfejeme hodné tspécht pii tvorbé grafi funkci a pfijemnou praci s CD
ROMem.



1 Zakladni pojmy

1.1 Pojem funkce

V technice, ve fyzice, v pfirodnich védach a matematice nas nezajimaji pouze
zmeény jedné veli¢iny samotné, nybrz zavislosti mezi nékolika proménnymi ve-
li¢cinami.

V nejjednodussim piipad€, kterym se budeme zabyvat v tomto textu, pracu-
jeme se zavislostmi mezi dvéma proménnymi. Napt. je-li s draha, kterou urazi
téleso padajici volnym padem za Cas t, muzeme psat

1

= —gt2. 1
§=59 (1)

Rovnice (1) uréuje zavislost mezi t a s.

Predstavme si, Ze nas bude zajimat délka drahy, kterou probéhne téleso za
t1 sekund. Potom za proménnou t dosadime hodnotu ¢; a vypocéteme tomu
prislusejici drahu.

Charakter zmény proménné velic¢iny s se lisi od charakteru zmény proménné
t. Veli¢ina, jejiz ¢iselnou hodnotu je mozno libovolné volit, se nazyva nezdvisle
proménnd (argument). Proménné, ktera nabyva urcitych éiselnych hodnot ne-
zévisle na argumentu, se nazyva zavisle proménnda — funkce .

Nyni nas bude zajimat obracena tuloha, tj. budeme se zabyvat tlohou, za
jakou dobu urazi téleso urcitou zvolenou drahu. Vztah odpovidajici této situaci
dostaneme, vyjadiime-li nezndmou ¢ ze vzorce (1), tj.

25
t= ? (2)

Je vidét, ze v tomto pfipadé€ si proménnd ¢ a s navzajem vymeénily role: argu-
mentem je nyni proménnd s a funkci proménné ¢.

Kterou z proménnych v dané funkéni zavislosti budeme povazovat za argu-
ment a kterou za funkci, je zcela jednoznacné uréeno podminkami tlohy.

Je-li napt. v néjaké nddobé uzavien idealni plyn pod tlakem pistu, potom
mezi tlakem p a objemem V plynu existuje zavislost

pV = konst.

Pokud se bude podle podminek tlohy jevit p jako nezavisle proménné, mizeme
psat

V- konst..
p



Je tudiz objem V funkci tlaku p.

Na zékladé vyse uvedenych priklad muzeme nyni napsat definici pojmu
funkce:

Proménnd veli¢ina y se nazyvd funkci nezdvisle proménné veliciny x, jestlize
kazdé hodnoté veliciny x odpovidd jedna urcitd hodnoty veliciny y.

Necht je ddna funkce f:y = f(x). MnoZinu hodnot, ktergch mizZe naby-
vat proménnd x, nazgvdme definiéni obor funkce f, znacime D(f). MnoZinu
hodnot, kterych nabgvd proménnd y, nazgvdme obor hodnot funkce H(f).

Poznamka

Definice funkce nic nefika o zpisobu, jimz je stanovena zavislost mezi funk-
cemi a argumenty. Tyto zpusoby mohou byt rozmanité, my se v tomto textu
budeme zabyvat predevsim pripady, kdy je funkce dana vzorcem.

V piirodnich védach a v technice se casto setkdvame s pripady, kdy zavislost
mezi funkci a argumentem neni urena vzorcem, ale pokusem. Pak vyjadiujeme
vztah mezi funkci a argumentem uZzitim tabulky, ale nékdy se snazime sestavit
vzorec, vyjadiujici funkéni zavislost priblizné pomoci tzv. empirického vzorce.

Misto empirického vzorce je nékdy vhodnéjsi vyjadrit funkéni zavislost v pti-
blizném grafu.

Historickd poznamka

Slovo funkce poprvé pouzili némecky matematik G. V. Leibnitz (1646 —
— 1716) a Svycarsky matematik Jakob Bernoulli (1654 — 1705).

Pojem funkce jako pravidla daného urcitym poc¢tem pocetnich vykont, které
je nutno provést s nezavisle proménnou x, abychom dostali zavisle proménnou
y, zavedli v prvni poloviné 18. stoleti J. Bernoulli (1718) a L. Euler (1748).
L. Euler (1707 — 1783) mimo jiné podal systematicky vyklad o funkcich a zna¢il
je jiz symbolem f(z).



1.2 Graf funkce

Graf funkce obvykle sestrojujeme v kartézské soustavé soufadnic O(z,y), kterd
je tvofena dvéma k sobé kolmymi orientovanymi soufadnicovymi osami x, y.
V kartézské soustavé soufadnic odpovidd kazdé uspotrddané dvojici [z, yo] je-
diny bod Ag o soufadnicich Ay = [zg, yo], ktery sestrojime tak, Ze na ose z
vyznacime soufadnici xg, na ose y vyznacime souradnici yg. Vyznacenymi body
vedeme rovnobézky s osami souradnic a pak prusecik téchto pfimek vyznacuje
polohu Ay.

Je-li dana spojita funkce y = f(x), pak graf této funkce sestrojime tak, ze

e vypocteme tabulku funkénich hodnot y pro vhodné zvolené hodnoty pro-
ménné x, tedy tabulku

x X1 T2 I3 T4
YUY | Y2 | Y3 | Ya

e uspoiadané dvojice hodnot [z,y] povazujeme za soufadnice bodi A; =

= [z1,11], A2 = [T2,¥2], ..., které vyznacime v kartézské soustavé sou-
fadnic,
e vyznacené body Aj, As, ...spojime souvislou (spojitou) ¢arou, kterd je

grafickym zndzornénim funkce y = f(z).

Ne vzdy je nutné grafy funkci sestrojovat takovymto pracnym zptisobem,
ale existuje fada moznosti, jak sestrojit graf pozadované funkce podstatné efek-
tivnéjsim zplisobem, coz si i dale v tomto studijnim textu ukézeme.

Funkce je mozno rozclenit na tzv. elementarni funkce a z téch pak vytvaret

vvvvv

je zpracovano na prilozeném CD ROMu.



2 Ulohy z kinematiky

Pred vlastnim sestrojovanim graft je tfeba si sestudovat a procvicit prislusné
partie pomoci tloh na CD ROMu.

Priklad 1 — cestujici a vlak

(Ndmétem je uloha ze 17. ro¢niku FO)

Neukaznény cestujici bézi rychlosti v = 6 m-s~!, aby nastoupil do posledniho
vagénu vlaku, ktery je na nastupisti pripraven k odjezdu. V okamziku, kdy
cestujici je ve vzdalenosti d; = 20 m od dvefi posledniho vagénu, za¢ne se vlak
rozjizdét se stalym zrychlenim a = 1 m-s—2.

a) Urlete drédhu s; cestujiciho a drahu sy vlaku jako funkce ¢asu. Sestrojte
oba grafy do jednoho obréazku. Z grafi rozhodnéte, zda cestujici dohonil po-
sledni vagén vlaku.

b) Urcete vzdédlenost d cestujiciho od dvefi posledniho vagénu vlaku jako
funkci ¢asu. Sestrojte graf funkce d = f(t).

Reseni
a) Oznacéime s; dréhu, kterou urazi cestujici, sy drahu vlaku v zévislosti
na Case. Pocatek soustavy souradnic umistime do vzdélenosti di, ve které se
nachazi cestujici v okamziku, kdy se vlak za¢ina rozjizdét.
Plati
s1 = vt,

1
s9 =d1 + 5&'&%.

Konkrétné mizeme psat pro ¢iselné hodnoty
S1 = 6t,

59 =20+ 0, 5t%.

K sestrojeni grafu pro drahu s, je nutné sestrojit tabulku (provedte si sami)
— viz grafy kvadratickych funkci na CD ROMu.

Graf pro drahu s; je pfimka prochazejici poc¢atkem a néjakym dalsim bo-
dem, jehoZz soutadnice si opét dopoctéte — viz graf linedrni funkce na CD ROMu.

7 nize uvedeného grafu je vidét, Ze cestujici bude nejblize vlaku v Case asi
6 s od okamziku, kdy se vlak zacal rozjizdét.



51, 82 o =20+ 0, 5¢2
- S1 = 6t

40 +

30
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Obr. 1 Graf zavislosti drah si, s2 na éase

Pocetni feseni: hledame prisecik pfimky a paraboly.

S1 = 82
6t = 204 0,5t
2 —12t+40 = 0

Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterd mé zaporny diskriminant D < 0. To
znamend, ze pocetni FeSeni potvrzuje spravnost grafického feseni.

Cestujici posledni vagén vlaku nedohonil.

b) Budeme hledat, kdy je vzdélenost d mezi cestujicim a dvefmi posledniho
vagénu nejmensi. Plati

d = S9 — 81

1 2
d = d1+§at — vt
d = 0,5t2—6t+20

Ptred sestrojenim grafu si vytvorte tabulku hodnot tak, abyste pak mohli nize
uvedeny graf samostatné sestrojit.
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Obr. 2 Graf zavislosti d na ¢ase d = d(t)

7 grafu je mozno odecist, ze nejmensi vzdalenost d = 2 m bude v ¢ase
t = 6 s od mista rozjezdu vlaku.

O spravnosti grafického feseni je mozno se pfesvédCit pocetné. Hledame
soutadnice vrcholu paraboly

d=0,5t% — 6t + 20.

Obecné plati, ze soutadnice vrcholu paraboly y = ax?+bz+c jsou dany vztahem

2
V = —%, c— i—a] Po dosazeni prislusnych koeficienti do vyse uvedeného

vztahu dostaneme
V =[6;2].

Tento vysledek odpovida vysledku ziskanému grafickym feSenim.

Cviceni 1

Vyfeste graficky a pocetné pfedchozi tlohu, bude-li d; = 10 m pfi jinak ne-
zménénych podminkach tlohy.

Cviceni 2

Uréete nejvétsi moznou podateéni vzdalenost d cestujictho od vlaku (v pii-
kladu 1), kdy ma jesté cestujici Sanci dohonit rozjizdéjici se vlak.



Priiklad 2 — nerovnomérny pohyb

Na obr. 3 je nakreslen graf zavislosti v
rychlosti télesa na Case, tj. v = v(t). m-s~ b
a) Urcete velikost zrychleni a uraze- 2+ —

nou drahu v jednotlivych tsecich.
b) Nakreslete graf zavislosti dréhy
na case, tj. s = s(t).

c¢) Napiste pro jednotlivé tseky rov-
nice jednotlivych kfivek znazornuji- 0
cich zavislost drdhy na case od po-
¢atku pohybu.

1+a

[ORESS

| |
\ \
| |
-
1 2 3 4

Obr. 3 Graf zavislosti rychlosti na case
Reseni

a) Oznacéime s1, s9, s3 drahy urazené v jednotlivych tsecich, to, t1, ta, t3
¢asy pro jednotlivé tseky: tg =0s,t1 =158,t3 =2s,t3 =4s.

2

1. tsek: a; = 2 m-s™¢, na pocatku pohybu draha s; = 0,

1 1
51=5@1(161—750)2:5'2'(1—0)2111:1“1-

2

2. tsek: ap = 0 m-s™~, na konci 1. tiseku sy = 0,

82:’Uz(tz—tl)ZQ-(Z—l)mZZm.

1

3. tsek: a3 = —1 m-s™*, na konci 2. tseku s3 = 0,

33:vz(t3—t2)+%a3(t3—t2)2 = [2(4—2)+%(—1)(4—2)2]m:2m

10



c) b)

s
ars, =t te(0;1) —
b: sp =1+2(t—1) o
spb=—-142t te(1;2) ‘
1 2 4+ c
cise=2t=2)+5(=1) (t-2)*+3 |
sc=—%t2+4t—3 te (2;4) gl
Poznamka \ |
Tuto ¢ast ¢ je mozno také fesit uzi- 27 b \ |
tim poznatkd o parabole s = At? + \ ‘
Bt + C. Ze zadéni vime: A = _%; 1+-—— ‘ } ,
a t
V = [4;5]. Soutadnice vrcholu para- l l . E
boly jsou dany vztahem 0 i é é ;1
V = {—£~ C — B_T
247 44] Obr. 4 Graf zavislosti drahy na ¢ase

Porovnanim koeficientti pro souradnice vrcholu:

4:—£:>B:4,

2A
B2
5=C-— 1A = (C=-3.
Nakonec )
5= —§t2+4t—3 te(2;4).
Shrnuti:

Prot € (0;1) s =12,
prot € (1;2) s=—1+ 2t
1

pro t € (2;4) 8=—§+4t—3.

Priiklad 3 — pohyb v tihovém poli Zemé

(Ndmeétem je uloha z 25. roéniku FO)

Teéleso o hmotnosti m se pohybuje svisle vzhiiru v tthovém poli Zemé ptiso-
benim tazné sily motoru F (F > mg). Po dobé t; od zadatku pohybu dojde k
vypnuti motoru.

11



a) Popiste pohyb télesa.

b) Nakreslete graf vysky h télesa nad jeho pocéateéni polohou jako funkci
casu.
Ulohu a) feste nejprve obecné, potom pro hodnoty: m = 10 kg, F' = 150 N,
t; = 8s, g = 10 m-s~2. Odpor prostiedi zanedbejte.
Reseni
a) Pohyb télesa je mozno rozlozit do t¥i ¢asti:
1. t € (0;¢1) — rovnomérné zrychleny pohyb se zrychlenim

F—mg F
alziz

Dale mtizeme psat

1 1(F
h=-at?==(——g|t%.
2 2<m g>

V prvni etapé dosdhne téleso maximalni rychlosti

F 150
VUlmax = | — — ¢ t1 = — — 10 )-8 III'S_1 =40 m~s_1
m 10

a maximalni vysky
1/F 1 /150
hy == (E_g)ﬁ:i (W_m) -8% m = 160 m.

2.t € (t1;t2), kde t2 je doba vystupu télesa do maximélni vysky celého pohybu
méfend od okamziku vypnuti motoru. Plati

U = Ulmax — gt.
V nejvyssim bodé€ je v = 0:

v
Ozvlmax—gtgétgzﬂzﬁls.

Maximalni vyska méfend od mista vypnuti motoru:
1 2

/l} X
ha = Vimaxl2 — Egtg = %; = 80 m.

12



Maximalni vyska, méfend od pocatecniho mista pohybu je tedy
H = hi + hy = 240 m.
3.t € (ta;t3). Jednd se o volny pad, kde t3 je doba volného padu télesa z vysky

H. Plati
2H 2240
3 V g \/ 10 ° v

Pro okamzitou vysku télesa nad povrchem Zemé v ¢asovém intervalu (to;ts3)
plati

1
h=H— —gt*.
59

Shrnuti informaci o pohybu potfebnych pro sestrojeni grafu:
1. tsek: h = 2, 5t2 t€{0;8s)
2. tisek: h = hy + Vimax — 5912 = 160 +40¢ — 56 £ € (85;125)

3. fisek: h = H — %gﬁ — 24052  te(1251895)

b) Graf zavislosti vysky nad povrchem Zemé jako funkce ¢asu:

El=

[\V]
ot
e}
I
T

200 +
o+
100 +

50 1

|
|
|
|
|
0 2 4 6 § 10 12 14 16 18 20

Obr. 5 Graf zavislosti h = h(¢)

13



Cviceni 3
Na obr. 6 jsou grafy znazoriujici ¢tyii funkce v = v(t), kde v je velikost rychlosti
pohybu hmotného bodu, ¢ je Cas.

a) Jaké pohyby hmotného bodu znazorruji grafy 1, 2, 37 Odpovédi zda-
vodnéte (napiste konkrétni rovnice zdvislosti rychlosti na ¢ase pro jednotlivé
pfipady).

b) ZapiSte obecné rovnici dréhy s = s(t) v pfipadech 1, 2, 3, vite-li, ze v
okamziku t = 0 je drdha nulova. Narysujte prislusné grafy v ¢asovém intervalu
te(0s;4s).

c¢) Graf 4 je parabola. Zapiste obecné rovnici rychlosti pohybu v = v(t)
odpovidajici grafu.

T~
2 ér
t

00 1 2 3 4 5

Obr. 6 Graf zavislosti v = v(¢)

14



3 Ulohy na kmitavé pohyby

Pfi znazornovani kmitavych pohybt se neobejdeme bez dikladnych znalosti
grafi goniometrickych funkci.

Pred resenim niZze uvedenych tloh doporucujeme zopakovat si prislusné
ucivo pomoci CD ROMu, kde jsou uvedeny informace, jak pat¥i¢né grafy kres-
lit. Pomoci program@ na CD ROMu je rovnéz mozno grafy funkci modelovat.

Priiklad 4 — zakladni grafy kmitavych pohybu

a) Napi§te rovnici okamzité vychylky harmonickych kmitt v zévislosti na
case, je-li amplituda vychylky y,, = 10 cm a doba kmitu 7" = 2 s. Znézornéte
graficky zavislost okamzité vychylky na case. V case t = 0 je okamzita vychylka
rovna nule.

b) Napiste rovnici harmonickych kmittt o poloviéni amplitudé vychylky,
37

dvojnasobné frekvenci a pocatecni fazi — 5 I tuto funkci znazornéte graficky.
Reseni

Zopakujme si, ze obecné mtzeme psat

. . 27
Y = Ym sin(wt + ¢g) = Y sin ?t +vo |,

kde yny, je amplituda kmitavého pohybu, T je perioda, ¢g je pocatecni faze
kmitavého pohybu.

a) V tomto pfipadé je 2 _ 7, wo = 0. Potom {y} = 10sinn{t}.

T

cm

10 +

Obr. 7 Graf funkce {y} = 10sin 7{t}
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b) Jedi g, = I j' = 9f & g = —37”, mé rovnice harmonickch kmit
tvar

{y} = 5sin (%{t} - 37”) .

Na obr. 8 je tento graf vyznacen silnou ¢arou.

:vavgw\

Obr. 8 Craf funkee {y} = 5sin (27r{t} - 37”)

Priklad 5 — urdovani adaju z grafu

Na obr. 9 je zndzornén graf zavislosti vychylky harmonického kmitavého pohybu
na cCase. Urcete

a) periodu, frekvenci a thlovou frekvenci tohoto kmitavého pohybu,

b) pocateéni fazi kmitavého pohybu,

¢) amplitudu vychylky,

d) napiste rovnici vyse uvedeného kmitavého pohybu.

Y
m

0,02 4 . .
0,01-/R 06 08 1,0 /i\ é
0 =0:2=0i4W1i2=1',4=

—0,02 + ’

Obr. 9 Graf funkce
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Reseni
Dosazenim do zakladnich vztaht obdrzime
a)T=12s; f = % =0,83 Hz; w =27f = 5,24 rad -s7 !,
_T
b) ¥o = 6’
C) Ym = 0,02 m,
d) {y} = 0,02sin (5,24{t} + %)

Priklad 6 — okamzita rychlost a zrychleni
Napiste rovnici rychlosti a zrychleni kmitavého pohybu z pfikladu 5. Sestrojte
grafy zavislosti v = v(t), a = a(t).
Reseni
Plati
v = wym cos(wt + ¢o), {v} =0,1cos (5,24{t} + %) ,

a = —w?ym sin(wt + @), {a} = —0,55sin (5,24{t} + %) .

—0,1+

Obr. 10 Graf zavislosti okamzité rychlosti na ¢ase
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0275 | 06 08 10 |
—0,55 + : :

Obr. 11 Graf zavislosti okamzitého zrychleni na ¢ase

Priklad 7 — mechanicky oscilator

Mechanicky oscilator kmita s periodou T' = 2 s. Urcete amplitudu a poca-
teéni fazi kmitd, je-li pocatecéni vychylka yo = 5 cm a pocatecni rychlost
vp = —1 m-s~!. Napiste rovnici zavislosti y = y(t), v = v(t), a = a(t). Sestrojte
grafy vySe uvedenych zavislosti. O spravnosti svého vysledku se presvédcte po-
moci ,,Modelovani“ na CD ROMu.

Reseni
Obecné plati
w=—=m,

T

Y = yYmsin(wt+ o)
v = ymwcos(wt + ¢g)
a = —wym sin(wt + o).

V case t =0 je

Yo = Ymsingo
Vo WYm COS Pg

ag = —wymsingpyg.

Dale mtizeme psat

yo 1 singg

Vo W COS Yg

18



t = —.Z
g %o T
¢ _ 2m 0,05
Epo = 5T
wo = —0,057.
Z rovnice Yo = Y sin pg mizeme vyjadiit y, = #OS’%)'
Po dosazeni y,, = —0,32 m.
Nakonec
{y} = -0,32sin(x{t} — 0,057) = 0,32 sin(7{t} + 0,957),
{v} = m-cos(n{t} +0,95m) = 1,0 cos(w{t} + 0,957),
{a} = —7%-0,32sin(n{t} 4+ 0,957) = —3,2sin(w{t} + 0,957).

Cviceni 4
Urcete frekvenci sinusového kmitani hmotného bodu pruziny, jestlize za dobu

0,1 s po projiti rovnovaznou polohou urazi é celkové drahy kmitu.

Cviceni 5
Téleso zavésené na pruziné kond harmonické kmity. Zavislost okamzité rychlosti
na c¢ase je znazornéna na obr. 12.
a) Uréete amplitudu vychylky yy,, amplitudu zrychleni a,, a poéatecni fazi.
b) Napiste rovnice, vyjadiujici zavislosti y = y(t), v = v(t), a = a(t).
c¢) Nakreslete grafy funkei z tlohy b). O sprévnosti svého postupu se pre-
svédéte pomoci ,Modelovani“ na CD ROMu.

Obr. 12 Graf zavislosti okamzité rychlosti na ¢ase

19



Priiklad 8 — miska s plastelinou

(Uloha ze 42. ro¢niku FO)

Kousek plasteliny o hmotnosti 150 g dopadne z vysky A = 12 cm do stfedu
misky o hmotnosti M = 120 g zavé$ené na pruziné tuhosti k¥ = 12 N-m™1,
ktera ma zanedbatelnou hmotnost.

a) NapiSte rovnice vyjadiujici ¢asové funkéni zavislosti y = y(t), v = v(t),
a = a(t).

b) Sestrojte grafy funkénich zdvislosti z tlohy a). Zobrazte alesponn dvé
periody.

Reseni

Velikost rychlosti, se kterou dopadne plastelina na misku, je v = v/2gh. Do-
jde k nepruznému razu. Bezprostfedné po ném se bude miska i s plastelinou
pohybovat poc¢atecni rychlosti vy smérem doli a za¢ne kmitat kolem nové rov-

novazné polohy, ktera je nize o Al = % Velikost pocatecni rychlosti uréime
uzitim zakona zachovani hybnosti:
r_ - m 2gh
mv’ = (m+ M)y, |V0|_M—|—m'

Kmity misky s plastelinou popiSeme ve vztazné soustavé, jejiz pocatek je v nové
rovnovazné poloze misky. Po¢atecni podminky jsou tedy:

A=Y __my2gh _ o1
yo = Al = T =0,1225 m, W= 0,852 m-s™.
Uhlova frekvence a perioda kmitt jsou:
_ k_ —1 _2m _
W = m—6,67rad S 5 T = w —0,9428
Amplitudu kmiti uréime uzitim zdkona zachovani energie
1 1 1
Fkym = 5k vg + 5 (M + m)og,
Sy (M +m)E 2hk
ym—\/yo+7k = Yo 1+79(M+m)—0,177m.
Zbyva vypocitat amplitudu rychlosti, amplitudu zrychleni a pocatec¢ni fazi:
Um = WYm = 1,18 m-s— 1, am = wzym =7.87m-s"2,
. Yow
Yo = Ym SIN o, Vo = WYmCOSYg = tgpo = o
0
mg |k
kE\VM+m M
tgpo=—"—"""=— ﬂ, po = 136,2° = 2,38 rad.
M+m
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Casovy priibéh kmitfi je popsan rovnicemi:
Y = ym sin(wt + o), {y} = 0,177sin(6,67{t} + 2,38),
v = vy, cos(wt + o), {v} = 1,18 cos(6,67{¢} + 2,38),
a = —ap sin(wt + ¢p), {a} = —7,87sin(6,67{t} + 2,38).

I ANVAY

Obr. 13 Graf zavislosti okamzité vychylky na case

NYVARVARN

Obr. 14 Graf zavislosti okamzité rychlosti na ¢ase

A VAN,

Obr. 15 Graf zavislosti okamzitého zrychleni na ¢ase

)

w |+
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Cviceni 6

7 daného grafu urcete amplitudu yy,, periodu T' a pocatecni fazi g kmitavého
pohybu. Potom napiste rovnice éasovych zavislosti y = y(¢), v = v(t), a = a(t).
Urcete dale okamzitou vychylku, rychlost a zrychleni pohybu v ¢asech 1 s, 2 s,
3 s a 4 s od poc¢atku pohybu.

o Ble

»n |+

+ o

Obr. 16 Graf zavislosti okamzité vychylky na case
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4 Limity

V této kapitole se zaméfime na tlohy z fyziky, kde je mozno se setkat s limitami.
Nejprve si ukazeme na tlohu vedouci k feSeni limity posloupnosti, potom na
tlohu vedouci na vypocet limity funkce. Pied cetbou této kapitoly je vhodné
si tyto pojmy zopakovat podle nékteré ze soucasnych stfedoskolskych ucebnic
matematiky nebo uzitim pfilozeného CD ROMu. Na tomto CD ROMu lze
rovnéz nalézt i dalsi fyzikalni tlohy vyzadujici k spravnému feseni znalosti o
limitach a posloupnostech.

4.1 Limita posloupnosti

Nasledujici priklad reprezentuje jednu ze skupiny tloh, kde je mozno fesit tlohy
daného typu — tlohy fFeSitelné uzitim vyssi matematiky pouze pomoci limity
posloupnosti bez uziti vyssi matematiky.

K tomu, abychom vyfesili nasledujici ilohu budeme potiebovat nasledujici
vzorec — pro soucet tfetich mocnin pfirozenych cisel. Plati

n
1
S= B=1"+2+... +n=-n? 1)% 3
> +20 4.’ = nP(n 1) (3)
k=1
Tento vztah je mozno nalézt v matematickych tabulkach, odvozeni se provadi
pomoci matematické indukce a je uvedeno v ucebnicich matematiky.

Priklad 9 — moment setrvaénosti kruhové desky

Urcete moment setrvacnosti homogenni kruhové desky o hmotnosti m a po-
loméru R vzhledem k ose prochézejici stfedem desky kolmo na rovinu desky.
Tloustku desky zanedbejte.

Reseni

£

Obr. 22 Vypocet momentu setrvacnosti kruhu
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Polomér kruhu si rozdélime na n stejné velkych ¢asti, potom délicimi body
povedeme soustfedné kruznice. Tim se kruh rozdéli na n mezikruzi (obr. 22).
Hmotnost k-tého mezikruzi pak uréime uzitim vztahu

my = W(T]% - 7‘%71) .o,

_m_
TR?
Kazdé mezikruzi nyni budeme povazovat za hmotnou kruznici o poloméru
rovnému aritmetickému priumeéru krajnich poloh mezikruzi. Oznac¢ime-li
R R
Ty = k, Tk—1 = E(k — 1),

n

kde o je plosna hustota a vypocteme ji uzitim vztahu o =

pak pro moment setrvacnosti k-tého mezikruzi mizeme psat

TR —T > noR*
Jy=n(ri —ri_))o ( b 5 k_l) = (2k — 1)3.

4n?

Sectenim dil¢ich moment setrvacnosti Ji dostaneme celkovy moment setrvac-
nosti kruhové desky J(n), ktery se bude skuteéné hodnoté blizit tim vice, ¢im
bude vétsi n. Plati

roR* &

k=1 " k=1

Pouzitim vztahu (3) dostaneme

moR* 5., no R 1
J(n) = 4n4n(2n -1)= 1 Q_F .

Budeme-li za n postupné dosazovat hodnoty 1,2,3.. ., dostaneme posloupnost

woR* g, — moR* 7 Je moR* 17

4 2 — 4 4 3 — 4 9 PR

Hledany moment setrvacnosti kruhové desky pak dostaneme jako limitu
této posloupnosti, tj.

Ji =

Jn = J(n).

4
J = lim J(n) = moft .

n— oo 2

C i . o m i [ . .
Nakonec jesté dosadime zpét za o = i) obdrzime nam dobfe znamy vztah
0

pro moment setrvac¢nosti kruhové desky vzhledem k ose kolmé na rovinu kruhu
a prochazejici stredem kruhu
1

J() = §mR2
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4.2 Limita funkce

V této ¢asti si ukdzeme pouziti limity funkce jedné redlné proménné ve vztahu
k fyzice. Podrobnéji lze ¢ast o limitdch funkci nalézt zpracovanou bud na pii-
lozeném CD ROMu (zde i s dalsimi fyzikdlnimi aplikacemi) nebo v souc¢asnych
stfedoskolskych ucebnicich matematiky.

Limita funkce mé velké uplatnéni pfi feseni tlloh vedoucich k pouziti vyssi
matematiky. My si nyni na tivod uvedeme alespon jednu tlohu, kde se s limitou
funkce mizeme setkat (dalsi dlohy jsou uvedeny na CD ROMu).

Priklad 10 — pohyb kuliéky ve vodé

Kulicka je ponorena do vody, pficemz hustota kulicky je jen o malo vétsi nez
hustota vody. Kulicku z jeji vychozi polohy pustime nulovou pocateéni rychlosti.
Budeme uvazovat, ze obtékani kulicky je laminarni a velikost odporové sily je
pfimo iimérné prvni mocniné rychlosti, tj.

F=—kv.

Na kulicku kromé této sily jesté piisobi sila vztlakova a tihova. Pti feSeni zavis-
losti rychlosti na ¢ase bychom nyni dale museli sestavit prislusnou diferencialni
rovnici. Po vyfeseni této rovnice bychom dostali vztah !

v =

(1 — e*kt) . (4)

> e

Urcete mezni rychlost kulicky.

ResSeni

Na pravé strané rovnice (4) je vyraz obsahujici proménnou ¢. Roste-li ¢ nade
vSechny meze, pak se hodnota vyrazu

y=e
blizi nule, coz muzeme zapsat jako
lim e % = 0.
t—o0

Potom tedy mtizeme psat

Um = lim a (1 —e*kt) = 2.

t—o0

1Popis jak sestavovat a Fesit tyto rovnice je mozno nalézt napf¥. v publikaci [6].
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Na nize uvedeném obrazku tuto zavislost jesté znazornime graficky.

23

Obr. 22 Graf funkee v = £ (1 —e™*)

Poznamka
S podobnymi situacemi je ve fyzice mozné se setkat napt. pii Feseni precho-
dovych déju v elektrickych obvodech.

Dalsi ulohy vztahujici se k problematice limit posloupnosti a funkci je mozno

i se struénym teoretickym vykladem a prehledem pocetnich vztahti nalézt na
prilozeném CD ROMu.
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ResSeni cviceni
Cviéeni 1

1. Podetné: sestavime kvadratickou rovnici t? — 12t + 20 = 0.
Resenim této kvadratické rovnice jsou v tomto piipadé dva koieny

t1:2S, t2:10s.

Uloze vyhovuje pouze kofen t = 2 s.
Nyni uré¢ime drahu odpovidajici ¢asu 2 s:

s =12 m.

Cestujici v tomto pripadé dohoni rozjizdéjici se vlak za 2 s od okamziku, kdy
se vlak zacal rozjizdét.

2. Graficky:

0o+— — — — — — — — — — — —

50

40 +

30+

20

10 4

\
\
\
\
| \
\ | \
\
\
\ \ | |
| | | |
o0 1 92 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 17 Graf zavislosti drah si, s2 na case
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Cviceni 2

1. Pocetné:

Sestavime kvadratickou rovnici ¢? — 12t + 2d; = 0.
Pozadujeme, aby D > 0. Potom musi platit 122 — 8d; > 0.

Resenim nerovnice dostaneme d; < 18 m.
Nejvétsi mozna vzdalenost je 18 m.

2. Graficky: ovéfime, ze pfimka a parabola maji pouze jeden spoleény bod.

m so = 18 + 0, 5t2

S1 = 6t
50 T—

40+

30 T

20— —

|
|
| |
|
| |
| |
| | | |
| | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 18 Graf zavislosti drah si, s2 na case

Cviéeni 3

a)
1: rovnomérny pohyb — v = konst. =4 m-s~!

2: rovnomeérné zrychleny pohyb — v = aqst = %t = ay = % m-s~2

3: rovnomeérné zpomaleny pohyb — v =6 — %t = a3 = —%

m-s”2.
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1: 51 = vt = 4t,

co_ L 4 2,
2.82—2 3t—3t,

v L Lo o 1o
3: s3 = 6t 5 3t =6t 6t.

Pro sestrojeni grafii v pripadé 2, 3 si sami vytvorte pat¥i¢né tabulky hodnot.

3

S Blw

15 /
>

&
/

10 / 2
v
5 //////
t
0 1 2 3 4

Obr. 19 Graf zavislosti drah s1, s2, s3 na ¢ase

c) Obecné pro 4: parabola prochézi po¢atkem [0;0] a bodem [3;4],
v = kt2, po dosazeni soutadnic bodu [3;4] dostaneme

4
4=k-3° = k=_.
9
. . 4,
Rovnice paraboly tedy je v = §t .
Cviceni 4
Urazi-li hmotny bod po priichodu rovnovaznou polohou % celkové drahy kmitu,
je mozno psat wt = % Dale mtizeme psat
7 5
2nf -0l == = = - Hz.
wf 5 f 5 He
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Cviéeni 5

_ o1, _ Um _ vl
a) Uy =3m-s™h Yy = D = o m = 0,57 m.
T=12s,w= 2% =5.24rad s,
U = W2Ym = Wo = 15,70 m-s~2, @g = —%w.
b)
. 7
{y} = 0,57sin(5,24{t} — &™)
7
{v} = 3,0cos|5,24{t} — 57 )
. 7
{a} = -—1570sin | 5,24{t} — 57 )
c)
0,57 -
] t
s
0
—0,57 -
15,7 -
t
s
0
—15,7 -

Obr. 21 Graf zavislosti a = a(¥)
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Cviceni 6

2T ™ ™
T—4S;W—_—T = 5’ Yo = 67
2 7T2
Ym = 2M; Uy = WY = T} Ay = —WYm = — 5.

3
W = 2 (G0+7),
{v} = WCOS(%{t}+%>,

2

{a} = —Tsin (g{t} + %) .

Véase t =1s: {y} = V3, {v} = -5, {a} = —772\/73

2
V éaset =2s: {y} = -1, {v} = —@w, {a} = %

Véaset =3s: {y} = -3, {v} = ?7‘(, {a} = 7r2§.

Vaset=4s: {y} =1, {v}:g, {a}:—4.
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